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Prehled

» Budeme se zabyvat ¢astici pohybujici se na primce z
pohledu klasické i kvantové mechaniky (navazeme na
prednasku M.T.).

» Ukazeme si, jak ke klasickému systému sestrojit jeho
kvantovy analog pomoci tzv.

» Podrobnéji se budeme zabyvat , neboli

prichodem potencialovou bariériu (na prednasku bude
volné navazovat D.V.).
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Pripomenuti pojmi z klasické mechaniky

Vychozim bodem pro nas je Hamiltonovska formulace
mechaniky.

bodové Castice hmotnosti m pohybujici se po pfimce je
popsan jeji polohou z € R a hybnosti p € R.

Pohybuje-li se ¢astice v potencidlu V(z) pak je jeji dynamika
popsana Hamiltonovymi rovnicemi
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Stav kvantového systému: vinova funkce

Stav kvantové Castice pohybujici se po pfimce je popsan
méritelnou kvadraticky integrabilni funkci ¢ : R — C, tedy
prvkem

H = [*(R, dz).
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Stav kvantového systému: vinova funkce

Stav kvantové Castice pohybujici se po pfimce je popsan
méritelnou kvadraticky integrabilni funkci ¢ : R — C, tedy

prvkem
H = [*(R, dz).
Pfi normalizaci
ll? = [ 19 do =1
R
udava |¢(z)|? nalezeni &astice v

bodé o souradnici z.
P¥ipomenme, ze skalarni soucin v prostoru ¢ je dan jako
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Klasicky systém popsany drive
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Princip korespondence

Klasicky systém popsany drive nasledovné.

Formalni zaménou hybnosti p a polohy ¢ za operatory
hybnosti P a polohy @),

d
p—P=—ih—, qg— Q=uzx,

dz
v predpisu pro Hamiltonovu funkci ziskdame formalni predpis
pro
h? d?
_ 2 — -
H= 2mP + V(Q) = 52T V(z).

o



Definicni obory: P, ()

P¥irozenym defini¢nim oborem pro
dle predpisu
(Qv)(z) = z(z),

je husty podprostor

DQ)={ypet|pe}.
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Definicni obory: P, ()

P¥irozenym defini¢nim oborem pro pusobici

dle predpisu
(QY)(z) = z¢(2),

je husty podprostor

DQ)={ypet|pe}.

Jako defini¢ni obor pro volime
D(P)={yp € | € ACRR), ¥’ € I},

tedy funkce pattici do L*(R) i se svou
derivaci.



Absolutni spojitost
Bud I C R intervala f : R — C.

Funkci f nazveme na intervalu I, pravé
kdyZ pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdy
disjunktni kone¢ny systém intervall (zy,yx) C I, k=1,...,n,
spliujici
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plati
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Absolutni spojitost
Bud I C R intervala f : R — C.

Funkci f nazveme na intervalu I, pravé
kdyZ pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdy
disjunktni kone¢ny systém intervall (zy,yx) C I, k=1,...,n,
spliujici

Z Yk — xk 7

plati

S |F () — )| <ce.
k=1

Funkci f nazyvame , pravé kdyz je
absolutné spojita na kazdém intervalu. Mnozinu vsech =5
takovychto funkci oznacujeme AC(R).
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Absolutni spojitost

Ekvivalentné Ize absolutni spojitost charakterizovat nasledovné:

Funkce f : R — C je absolutné spojitd na uzavieném intervalu
I = [a, b], pravé kdyz jeji derivace f existuje skoro vSude na I,
je Lebesgueovsky integrabilni a plati rovnost

f(e) = fa) + [ Fat,

pro kazdé z € [a, b].

o



Samosdruzenost P a ()

Poznamenejme na tomto misté, Ze operatory P i () zavedené
drive jsou , plati

P=P a Q=Q,

kde * oznacuje sdruzeny operator.
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drive jsou , plati

P=P a Q=Q,

kde * oznacuje sdruzeny operator.
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Samosdruzenost P a ()

Poznamenejme na tomto misté, Ze operatory P i () zavedené
drive jsou , plati

P=P a Q=Q,

kde * oznacuje sdruzeny operator.
Naptiklad, ¢ € 7 patti do D(Q*), pravé kdyz existuje
Y* € J splhujici
(¥, Qp) = (%, 0)
pro kazdé ¢ € D(Q). Pro takovéto i) € D((Q) pak klademe
QY =y
samosdruzenych operator(i jsou podmnoziny reélny@

Cisel.
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Pokusme se najit vlastni ¢isla a vlastni vektory

Resime tlohu
Py=py, € D(P).
kde p € R. PoZadujeme tedy

—il) =pp =  p(x) = C PN,

Tato funkce je sice hladka (a tedy i absolutné spojitd), ale
patfi do .7 pouze pokud C' = 0.
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Zobecnéné vlastni funkce operatoru P
Pokusme se najit vlastni ¢isla a vlastni vektory
Resime (lohu

PYy=py, ¢€DP).
kde p € R. PoZadujeme tedy

—il) =pp =  p(x) = C PN,

Tato funkce je sice hladka (a tedy i absolutné spojitd), ale
patfi do .7 pouze pokud C' = 0.
Na druhou stranu, pro kazdé ¢ € C5°(R) C D(P) plati

| ¥ (=ing)da= [ Gppds. %



Weylovo kritérium

Bud T samosdruzeny operator na Hilbertové prostoru .77°.
Realné Cislo A\ patfi do spektra operatoru 7', pravé kdyz
existuje posloupnost {1,,}22 ; jednotkovych vektorti z D(T)
splnujici

o



Operator P
Pro nase P lIze volit
wn(x) = Cne_zQ/neipz/ha

kde ¢, je normaliza¢ni konstanta. Nyni oCividné ¢, € D(P) a
po pfimocarém vypoctu ziskame
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Operator P
Pro nase P lIze volit
%(95) = Cne_zQ/neipz/ha

kde ¢, je normaliza¢ni konstanta. Nyni oCividné ¢, € D(P) a
po pfimocarém vypoctu ziskame

1
=——0, n— oo
n

|Pn — pion

Spektrum operatoru P je proto tvoreno celou :

o(P)=R.

Podobné tomu je i pro operator polohy, tedy o(Q) = R. @



Model pro studium tunelového jevu

Potencidl V' uvazujeme tvaru

0 < L
V(.’E) _ o, 3 <z 9
0, jinak,

kde vy # 0, L > 0 jsou zadané konstanty.
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Model pro studium tunelového jevu

Potencidl V' uvazujeme tvaru

0 L
V(Jj) _ Vo, " <x <L,
0, jinak,

kde vy # 0, L > 0 jsou zadané konstanty.
Yo

0 L>0
Pokud

» 1y > 0, mluvime o potencialové

» 1y < 0, mluvime o potencialové
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Klasicky pohled

Bodové castice se v oblastech konstantniho potencialu
pohybuji rovnomérné primocare.

Necht castice nalétavaji zleva z —oo s energii £ > (0. Pokud

» I/ > 1y pak castice projde a pokracuje do +o0.
» F < yy pak nemiize projit.
E > Vo
e
Yo
E <y
 —
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Definicni obory: H

Pripomenme, Ze pro H jsme ziskali
formalni predpis

h? d?
H=—— S 4 V(z).

2m dz?

H je samosdruzeny operator.
Jako definiéni obor volime

DH)={yp e |Y,Y' € ACR),y" € H#7}.

Vsimnéme si, ze pro ¢ € D(H) ma pak vyraz

(H)(&) = —54/(a) + V(a)(z)

o

dobry smysl| jakozto prvek 7.



Bezcasova Schrodingerova rovnice. . .

... je rovnice pro vlastni ¢isla a vektory Hamiltonianu

Hiy = Eyp, € D(H).

h2 i
—gV 4 V(@) = By
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... je rovnice pro vlastni ¢isla a vektory Hamiltonianu

Hy = B, € D(H).
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... je rovnice pro vlastni ¢isla a vektory Hamiltonianu

Hy = B, € D(H).

h2
—%'(ﬁ// ale V($)¢ = E¢ o
RozlisSujeme dva typy feseni predchozi rovnice.

> € D(H) C A, popisuje lokalizovanou

> 1 ¢ D(H), nespliiuje pozadavek
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Bezcasova Schrodingerova rovnice. . .

... je rovnice pro vlastni ¢isla a vektory Hamiltonianu

Hy = B, € D(H).

h2
—%'(/1// ale V(I)'(ﬂ = E'(/) o
RozlisSujeme dva typy feseni predchozi rovnice.

> € D(H) C A, popisuje lokalizovanou
castici.

> 1 ¢ D(H), nespliiuje pozadavek
e .

Ve zbytku této prezentace polozime A = 1.

fes



Popis zkoumané situace (v > 0)

>0
E=E k>0 | |
ANNN—
7
? ANNN—
—ANNN
0 L>0 v
[1 == (—O0,0) 3 [2 == (O, L) 3 ]3 = (L,"‘OO)

fes
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Bezcasova Schrodingerova rovnice

Hledame reseni rovnice

Hi = B, tedy — %w” + V(z) = Ev.
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Bezcasova Schrodingerova rovnice

Hledame reseni rovnice

Hiy = Ev, tedy — 2;1#” + V(z)v = Ev.
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Bezcasova Schrodingerova rovnice

Hledame reseni rovnice

Hiy = Ev, tedy — ;nw” + V(z)y = Ev.

Na intervalech [;, i = 1,2, 3, to znamena resit

P'(z) = —2mE(x), re UL,
V'(z) = —2m(E — w) ¥(x), T €.

Rozlisime dva zajimavé pripady:
» 0< 1y < F,
» 0 < F <.



Ptipad £ > vy > 0
Obecné Yeseni ¢ (z) = —2mEY;(z), , je tvaru

1/)1(‘%) = @ eikx + ¢ e—ikm 7

kde k = vV2mE.



Ptipad £ > vy > 0
Obecné Yeseni ¢ (z) = —2mEY;(z), , je tvaru

wz(x) = @ eikx + ¢ e—ikx 7

kde k = v2mE.

Obecné Feseni ¥ (z) = —2m(E — w)a(z), , je tvaru
Po(2) = cop €™ + cp e,

kde Kk = /2m(E — vp).

fes
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Ptipad £ > vy > 0
Jedinou moZnosti jak docilit pFisludnosti do L? je volit nulové
feSeni na neomezenych intervalech [, a !
Abychom splnili aspor pozadavek 1,1 € AC(R) pozadujeme

Po dosazeni dostavame rovnice

C14+ + €1— = C24 + Co—,
tkeyy — ke = ikeoy — TKCo_

ot emL + o e—mL = c34 esz ’
ikCar € — ikco_ e = jregp ™t @



Vypocet koeficientll

Mame 4 linearni rovnice pro 5 nezndmych. Hodnost matice
soustavy je 4. Potrebujeme vyjadfit ¢;_ a ¢34 pomoci ¢4 .



Vypocet koeficientll

Mame 4 linearni rovnice pro 5 nezndmych. Hodnost matice
soustavy je 4. Potrebujeme vyjadfit ¢;_ a ¢34 pomoci ¢4 .

. B (ﬁz k2) eil'{L _ e—i,‘iL .
== (k + k)2e~inl — (5 — k)2einl 7
4rcke= kL
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Ptipad 19 > F > 0

Tento pripad se od predchoziho lisi pouze ve tvaru feseni na
intervalu L.

Obecné Yeseni ¥4 (z) = 2m(vy — E)e(z), , je tvaru
Yo(z) = coy €™ + cp_e 7,

kde k = y/2m(vy — E).

Vztahy pro koeficienty ¢;_ a c3, proto ziskdme zaménou
K= —iK.



Koeficienty priichodu a odrazu

Koeficient ¢;, # 0 u dopadajici viny udava intenzitu
dopadajicich castic prilétajicich z —oo. Oznacme koeficient

a !
. 2
1—
R=|—7 ,
C1+
@ 2
3+
T=|=
Cl+
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» R udava pravdépodobnost odrazu na bariéte (jamé),
» T udava pravdépodobnost prichodu bariérou (jamou).



Koeficienty priichodu a odrazu

Koeficient ¢;, # 0 u dopadajici viny udava intenzitu
dopadajicich castic prilétajicich z —oo. Oznacme koeficient

a !
. 2
1—
R=|—| ,
C1+
@ 2
3+
T=|=
Cl+

» R udava pravdépodobnost odrazu na bariéte (jamé),
» T udava pravdépodobnost prichodu bariérou (jamou).

P¥imym vypoctem se Ize presvédcit o platnosti vztahu
R+T=1.

o



llustrace

1.0FT
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Parametry: m = L =1, vy = 3.5.

0.8}

1
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llustrace

Parametry: m =1, L = 3, vy = —3.
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Shrnuti

» Zformulovali jsme princip korespondence pro Castici
pohybujici se na pfimce v potencialu V.

» Diskutovali jsme defini¢ni obory operatorii polohy @,
hybnosti P a Hamiltoindan H.

» Odvodili jsme koeficienty rozptylu a prichodu pro
pravouhlou potencidlovou bariéru/jamu.
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