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Zakladni tloha

Uvazme alohu
x"=1(x,t),
x(ty) = xo,
kde predpokladame:
@ QcR™ [=(7,+00), {0} x[cQ,
o f(x,t):Q — R" spojita,
@ 0 je fesenim, tj. £(0,¢t) =0 pro viechna ¢t €/,

@ (t; ty, xp) prislusna Fesici funkce.
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o (Picardova véta) Bud f tridy C?, pak lokalné existuje
jednoznacné Feseni.

Uvazme homogenni linearni systém:

x'(t) = A(t)x(t)
@ Prostor feseni je dimenze n.
@ Fundamentalnim systémem nazyvame libovolnou bazi prostoru
reSeni.
@ Fundamentalni matici nazyvdme matici slozenou z funkci
fundamentalniho systému.
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Stabilita

Rekneme, Ze nulové FeSeni je:
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Rekneme, Ze nulové reseni je:
@ stabilni, pokud
Vige l,Ve>035>0, |xo| <, Vt>to:p(t; ty,x) je definovano,
lo(t; to, x0)| < €.
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Rekneme, Ze nulové FeSeni je:

@ stabilni, pokud
Vige l,Ve>035>0, |xo| <, Vt>to:p(t; ty,x) je definovano,
lo(t; to, %0)| < €.
@ nestabilni, pokud neni stabilni.
o lokalni atraktor, pokud

Vig el 3n >0 |xo| < 0 : p(t; ty,x0) je definovano Vit > ty,
tlim o(t; tg, xo) = 0.

@ asymptoticky stabilni, pokud je stabilnim lokalnim atraktorem.
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Stabilita - priklady

Stabilni Eeéeni:

B
NP2V AN,
Nc &» Oc B
Nestabilni reseni:
B B
e
\/\/ N\
Nc &» Do B
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Stabilita - specialni alohy

Necht A(t):/ - R™" je spojita a necht ¢(t) je fundamentalni matice
alohy
x" = A(t)x.

Potom je nulové feseni
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Necht A je konstatni matice a fesme Glohu

x' = Ax.

Potom je nulové feseni

o stabilni, pravé kdyz Re A <0 pro viechna \ € o(A), navic
Re A\ = 0 prislusi pouze diagonalni Jordanové bunce.
e asymptoticky stabilni, pravé kdyz Re A < 0 pro kazdé A € o (A).
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Linearizovana stabilita

Uvazme tlohu

x" =1 (x),

X(to) = Xp-
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Linearizovana stabilita

Uvazme tlohu

x" =1 (x),
X(to) = Xp-

Necht existuje xo takové, ze f(xp) =0, f je tfidy C! na okoli x; a
ozna¢me A = Vf(x). Pak plati:
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Linearizovana stabilita

Uvazme tlohu

X = (x),
x(to) = xo-

Necht existuje xo takové, ze f(xp) =0, f je tfidy C! na okoli x; a
ozna¢me A = Vf(x). Pak plati:

@ VYAeo(A):Red<0 = xp je asymptoticky stabilni.

@ dIAeo(A):ReA>0 = xp je nestabilni.
Co pro ostatni pripady?

@ vliv nelinearity

@ Ljapunovska stabilita

@ La Salleho princip invariance

Michal Kozak, Radek Novak (MAFIA) Stabilita a bifurkace 19.5.2014



L japunovova metoda

@ Funkce w(x):Q — [0, 00) se nazve pozitivné definitni, pokud je
spojita, w(0) =0 a w(x) >0 pro viechna x € Q2 \ {0}.
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L japunovova metoda

@ Funkce w(x):Q — [0, 00) se nazve pozitivné definitni, pokud je
spojita, w(0) =0 a w(x) >0 pro viechna x € Q2 \ {0}.
@ Funkce V(t,x):/ xQ — [0,00) se nazve Ljapunovska funkce
systému v €, jestlize
©Q V je spojita, V(t,0) =0 pro vechna t €/,
© V/(t,x(t)) je nerostouci pro viechna x(t) FeSeni systému,
© existuje w pozitivné definitni takova, ze V/(t,€) > w(&) pro
vSechna & € Q.

Necht ma systém v O Ljapunovskou funkci. Potom nulové reseni je

stabilni.
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L japunovova metoda
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L japunovova metoda

Priklad:
x'=-y-xy
y' =x+xy
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L japunovova metoda

Priklad:
x'=-y-xy
y' =x+xy

Necht ma systém Ljapunovskou funkci V, necht navic pro kazdé
reseni x(t) v Q plati

DVt x(0) < n(x(),
kde n je pozitivné definitni a navic pro kazdé t € I, & € Q plati

V(t,8) < A6),

kde \ je pozitivné definitni. Potom O je asymptoticky stabilni.
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Bifurkace

Uvazme systém

171

x"=f(x,p).

g

el

L]

+:§
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Bifurkace

Uvazme systém
x"=f(x,p).

Bifurkace je bod (19, %0), ve kterém v zavilosti na zménach
parametru p nastava podstatna (kvalitativni) zméma chovani feseni

v okoli xg.
1]l 1]
& 11
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Bifurkace - typy

sedlo-uzel transkriticka vidlickova
x'= - x? x" = pux — x? x' = pux - x3
= x(ji- %) = x(ji-%2)

‘ % — | i | : ‘ ‘, }/
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Hopfova bifurkace

Uvazme systém:

x'=pux-y u -1 .
A, = o(A,) ={pxi
Al ) -
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Hopfova bifurkace

Uvazme systém:
xX'=pux-y u -1
A, = A))=Ap+i
Al ) -

Chovani feSeni v zavislosti na parametru p:

NSNS
&) Q\&(% R,

@ 11 < 0: stabilni pocatek, vsechna feseni do néj mifi
@ 1 =0: periodicka reseni kolem pocatku
@ /1> 0: nestabilni pocatek, vsechna feseni mifi z négj

Michal Kozak, Radek Novak (MAFIA) Stabilita a bifurkace 19.5.2014 14 / 18



Torzo bifurkacni véty

Za urtitych predpokladd (Uvazujme o takové, ze [149,0] € O a pro p
z okoli bodu o existuje vlastni &islo A, liché nasobnosti).
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Torzo bifurkacni véty

Za urtitych predpokladd (Uvazujme o takové, ze [149,0] € O a pro p
z okoli bodu o existuje vlastni &islo A, liché nasobnosti).
Pak 1 je bifurkacni bod a oznacime-li mnozinu

S ={[u, U] € R x H, Unenulové feseni}

a 5% komponentu mnoziny S obsahujici [, 0], je navic bifurkace
v bodé 11y globalni v tom smyslu, ze S° spliuje alespon jednu
z nasledujich podminek:
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Torzo bifurkacni véty

Za urtitych predpokladd (Uvazujme o takové, ze [149,0] € O a pro p
z okoli bodu o existuje vlastni &islo A, liché nasobnosti).
Pak 1 je bifurkacni bod a oznacime-li mnozinu

S ={[u, U] € R x H, Unenulové feseni}

a 5% komponentu mnoziny S obsahujici [, 0], je navic bifurkace
v bodé 11y globalni v tom smyslu, ze S° spliuje alespon jednu
z nasledujich podminek:
@ Existuje [i + po takové, ze [fi,0] € S°.
@ Existuje posloupnost [/, U,] € SO takova, Ze [p,, U,] = 00
© Existuje posloupnost [, U,] € SO takova, ze |U,| + |pn| = 0.
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Bonbonek 1

Stabilita biologickych spolecenstev:
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Bonbonek 1

Stabilita biologickych spolecenstev:
@ druhy musi dlouhodobé prezivat,
@ nestabilita = vyhynuti jednoho druhu / vyhynuti celé populace
@ robustnost modelu vzhledem k malym poruchdm (nepfesnostem)

@ pozitivni invariance (od krajti)

asymptoticky stabilni

absorb&ni mnozina (atrahujici mnozina)

Systém je permanentni, pokud existuji konstanty m, M > 0 takové, ze
pro kazdy pocatecni bod u = u(0) existuje Cas t, > 0 splaujici

m<u(t) <M Vt>t,.
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Bonbonek 2

Uvazme systém

ut:b11u+b12v+n1(u, V) na [O oo)

Vy = b21U+ b22V + ng(u, V)
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Bonbonek 2

Uvazme systém

ut:b11u+b12v+n1(u, V) na [O oo)

Vy = b21U + b22V + ng(u, V)
Z véty o linearizované stabilité:

det (B - \/) =0.
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Bonbonek 2

Uvazme systém

ut:b11u+b12v+n1(u, V) na [O oo)

Vi = byru + bopv + mp(u, v)
Z véty o linearizované stabilité:
det(B-\)=0.
Po Gpraveé:

/\2 - (b11 + b22)>\ + (b11b22 - b12b21) =0.
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Bonbonek 2

Mame rovnici:

M- (b11 + bzz))\ + (b11b22 - b12b21) =0,
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Bonbonek 2

Mame rovnici:
M- (b11 + bzz))\ + (b11b22 - b12b21) =0,
jejiz feSeni jsou:

_ by + by + \/(b11 + by )? = 4(b11 b2y — biaboy)

A >
\o = bi1 + by - \/(b11 + b)? = 4(by1b2 — b1aba)
2= .
2
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Bonbonek 2

Mame rovnici:
M- (b11 + bzz))\ + (b11b22 - b12b21) =0,
jejiz feSeni jsou:

_ by + by + \/(b11 + by )? = 4(b11 b2y — biaboy)

A >
\o = bi1 + by - \/(b11 + b)? = 4(by1b2 — b1aba)
2= .
2

Nulové reseni je asymptoticky stabilni, pravé kdyz

trB=b11+b22<O,

det B = b11b22 — b12b21 > 0.
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