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Základní úloha

Uvaºme úlohu
x ′ = f (x , t),

x(t0) = x0,

kde p°edpokládáme:

Ω ⊂ Rn+1, I = (τ,+∞), {0} × I ⊂ Ω,

f (x , t) ∶ Ω→ Rn spojitá,

0 je °e²ením, tj. f (0, t) = 0 pro v²echna t ∈ I ,
ϕ(t; t0, x0) p°íslu²ná °e²ící funkce.
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Základní fakta

V¥ty o existenci:

(Peanova v¥ta) Bu¤ f Lipschitzovská, pak lokáln¥ existuje °e²ení.

(Picardova v¥ta) Bu¤ f t°ídy C1, pak lokáln¥ existuje
jednozna£né °e²ení.

Uvaºme homogenní lineární systém:

x ′(t) = A(t)x(t)

Prostor °e²ení je dimenze n.

Fundamentálním systémem nazýváme libovolnou bázi prostoru
°e²ení.

Fundamentální maticí nazýváme matici sloºenou z funkcí
fundamentálního systému.
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Stabilita

�ekneme, ºe nulové °e²ení je:

stabilní, pokud

∀t0 ∈ I ,∀ε > 0 ∃δ > 0, ∣x0∣ < δ,∀t ≥ t0 ∶ ϕ(t; t0, x0) je de�nováno,

∣ϕ(t; t0, x0)∣ < ε.

nestabilní, pokud není stabilní.

lokální atraktor, pokud

∀t0 ∈ I ∃η > 0 ∣x0∣ < δ ∶ ϕ(t; t0, x0) je de�nováno ∀t ≥ t0,

lim
t→∞

ϕ(t; t0, x0) = 0.

asymptoticky stabilní, pokud je stabilním lokálním atraktorem.
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Stabilita - p°íklady

Stabilní °e²ení:

Nestabilní °e²ení:
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Stabilita - speciální úlohy

Nech´ A(t)∶ I → Rn×n je spojitá a nech´ ϕ(t) je fundamentální matice
úlohy

x ′ = A(t)x .
Potom je nulové °e²ení

stabilní, práv¥ kdyº ∥ϕ(t)∥ je omezená na I ,
asymptoticky stabilní, práv¥ kdyº limt→∞ ∥ϕ(t)∥ = 0.

Nech´ A je konstatní matice a °e²me úlohu

x ′ = Ax .

Potom je nulové °e²ení
stabilní, práv¥ kdyº Reλ ≤ 0 pro v²echna λ ∈ σ(A), navíc
Reλ = 0 p°íslu²í pouze diagonální Jordanov¥ bu¬ce.
asymptoticky stabilní, práv¥ kdyº Reλ < 0 pro kaºdé λ ∈ σ(A).
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Linearizovaná stabilita

Uvaºme úlohu
x ′ = f (x),

x(t0) = x0.

Nech´ existuje x0 takové, ºe f (x0) = 0, f je t°ídy C1 na okolí x0 a
ozna£me A = ∇f (x0). Pak platí:

∀λ ∈ σ(A) ∶ Reλ < 0 ⇒ x0 je asymptoticky stabilní.

∃λ ∈ σ(A) ∶ Reλ > 0 ⇒ x0 je nestabilní.

Co pro ostatní p°ípady?

vliv nelinearity

Ljapunovská stabilita

La Salleho princip invariance
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Ljapunovova metoda

Funkce w(x)∶Ω→ [0,∞) se nazve pozitivn¥ de�nitní, pokud je
spojitá, w(0) = 0 a w(x) > 0 pro v²echna x ∈ Ω ∖ {0}.
Funkce V (t, x)∶ I ×Ω→ [0,∞) se nazve Ljapunovská funkce
systému v Ω, jestliºe

1 V je spojitá, V (t,0) = 0 pro v²echna t ∈ I ,
2 V (t, x(t)) je nerostoucí pro v²echna x(t) °e²ení systému,
3 existuje w pozitivn¥ de�nitní taková, ºe V (t, ξ) ≥ w(ξ) pro

v²echna ξ ∈ Ω.

V¥ta

Nech´ má systém v 0 Ljapunovskou funkci. Potom nulové °e²ení je

stabilní.
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Ljapunovova metoda

P°íklad:
x ′ = −y − xy

y ′ = x + xy

V¥ta

Nech´ má systém Ljapunovskou funkci V , nech´ navíc pro kaºdé

°e²ení x(t) v Ω platí

d

dt
V (t, x(t)) ≤ −η(x(t)),

kde η je pozitivn¥ de�nitní a navíc pro kaºdé t ∈ I , ξ ∈ Ω platí

V (t, ξ) ≤ λ(ξ),

kde λ je pozitivn¥ de�nitní. Potom 0 je asymptoticky stabilní.
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Bifurkace

Uvaºme systém
x ′ = f (x , µ).

Bifurkace je bod (µ0, x0), ve kterém v závilosti na zm¥nách
parametru µ nastává podstatná (kvalitativní) zm¥ma chování °e²ení
v okolí x0.
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Bifurkace - typy

sedlo-uzel transkritická vidli£ková

x ′ = µ − x2 x ′ = µx − x2 x ′ = µx − x3

= x(µ − x) = x(µ − x2)
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Hopfova bifurkace

Uvaºme systém:

x ′ = µx − y

y ′ = x + µy
Aµ = (µ −1

1 µ
) σ(Aµ) = {µ ± i}

Chování °e²ení v závislosti na parametru µ:

µ < 0: stabilní po£átek, v²echna °e²ení do n¥j mí°í
µ = 0: periodická °e²ení kolem po£átku
µ > 0: nestabilní po£átek, v²echna °e²ení mí°í z n¥j
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Torzo bifurka£ní v¥ty

Za ur£itých p°edpoklad· (Uvaºujme µ0 takové, ºe [µ0,0] ∈ O a pro µ
z okolí bodu µ0 existuje vlastní £íslo λµ liché násobnosti).
Pak µ0 je bifurka£ní bod a ozna£íme-li mnoºinu

S = {[µ,U] ∈ R ×H,Unenulové °e²ení}

a S0 komponentu mnoºiny S obsahující [µ0,0], je navíc bifurkace
v bod¥ µ0 globální v tom smyslu, ºe S0 spl¬uje alespo¬ jednu
z následujích podmínek:

1 Existuje µ̂ ≠ µ0 takové, ºe [µ̂,0] ∈ S0.
2 Existuje posloupnost [µn,Un] ∈ S0 taková, ºe [µn,Un] → ∂O

3 Existuje posloupnost [µn,Un] ∈ S0 taková, ºe ∥Un∥ + ∣µn∣ → ∞.
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Bonbonek 1

Stabilita biologických spole£enstev:

druhy musí dlouhodob¥ p°eºívat,

nestabilita = vyhynutí jednoho druhu / vyhynutí celé populace

robustnost modelu vzhledem k malým poruchám (nep°esnostem)

pozitivní invariance (od kraj·)

asymptoticky stabilní

absorb£ní mnoºina (atrahující mnoºina)

Systém je permanentní, pokud existují konstanty m,M > 0 takové, ºe
pro kaºdý po£áte£ní bod u = u(0) existuje £as tu > 0 spl¬ující

m ≤ ui(t) ≤M,∀t > tu.

Michal Kozák, Radek Novák (MAFIA) Stabilita a bifurkace 19.5.2014 16 / 18



Bonbonek 1

Stabilita biologických spole£enstev:

druhy musí dlouhodob¥ p°eºívat,

nestabilita = vyhynutí jednoho druhu / vyhynutí celé populace

robustnost modelu vzhledem k malým poruchám (nep°esnostem)

pozitivní invariance (od kraj·)

asymptoticky stabilní

absorb£ní mnoºina (atrahující mnoºina)

Systém je permanentní, pokud existují konstanty m,M > 0 takové, ºe
pro kaºdý po£áte£ní bod u = u(0) existuje £as tu > 0 spl¬ující

m ≤ ui(t) ≤M,∀t > tu.

Michal Kozák, Radek Novák (MAFIA) Stabilita a bifurkace 19.5.2014 16 / 18



Bonbonek 1

Stabilita biologických spole£enstev:

druhy musí dlouhodob¥ p°eºívat,

nestabilita = vyhynutí jednoho druhu / vyhynutí celé populace

robustnost modelu vzhledem k malým poruchám (nep°esnostem)

pozitivní invariance (od kraj·)

asymptoticky stabilní

absorb£ní mnoºina (atrahující mnoºina)

Systém je permanentní, pokud existují konstanty m,M > 0 takové, ºe
pro kaºdý po£áte£ní bod u = u(0) existuje £as tu > 0 spl¬ující

m ≤ ui(t) ≤M,∀t > tu.

Michal Kozák, Radek Novák (MAFIA) Stabilita a bifurkace 19.5.2014 16 / 18



Bonbonek 1

Stabilita biologických spole£enstev:

druhy musí dlouhodob¥ p°eºívat,

nestabilita = vyhynutí jednoho druhu / vyhynutí celé populace

robustnost modelu vzhledem k malým poruchám (nep°esnostem)

pozitivní invariance (od kraj·)

asymptoticky stabilní

absorb£ní mnoºina (atrahující mnoºina)

Systém je permanentní, pokud existují konstanty m,M > 0 takové, ºe
pro kaºdý po£áte£ní bod u = u(0) existuje £as tu > 0 spl¬ující

m ≤ ui(t) ≤M,∀t > tu.

Michal Kozák, Radek Novák (MAFIA) Stabilita a bifurkace 19.5.2014 16 / 18



Bonbonek 1

Stabilita biologických spole£enstev:

druhy musí dlouhodob¥ p°eºívat,

nestabilita = vyhynutí jednoho druhu / vyhynutí celé populace

robustnost modelu vzhledem k malým poruchám (nep°esnostem)

pozitivní invariance (od kraj·)

asymptoticky stabilní

absorb£ní mnoºina (atrahující mnoºina)

Systém je permanentní, pokud existují konstanty m,M > 0 takové, ºe
pro kaºdý po£áte£ní bod u = u(0) existuje £as tu > 0 spl¬ující

m ≤ ui(t) ≤M,∀t > tu.

Michal Kozák, Radek Novák (MAFIA) Stabilita a bifurkace 19.5.2014 16 / 18



Bonbonek 1

Stabilita biologických spole£enstev:

druhy musí dlouhodob¥ p°eºívat,

nestabilita = vyhynutí jednoho druhu / vyhynutí celé populace

robustnost modelu vzhledem k malým poruchám (nep°esnostem)

pozitivní invariance (od kraj·)

asymptoticky stabilní

absorb£ní mnoºina (atrahující mnoºina)

Systém je permanentní, pokud existují konstanty m,M > 0 takové, ºe
pro kaºdý po£áte£ní bod u = u(0) existuje £as tu > 0 spl¬ující

m ≤ ui(t) ≤M,∀t > tu.

Michal Kozák, Radek Novák (MAFIA) Stabilita a bifurkace 19.5.2014 16 / 18



Bonbonek 1

Stabilita biologických spole£enstev:

druhy musí dlouhodob¥ p°eºívat,

nestabilita = vyhynutí jednoho druhu / vyhynutí celé populace

robustnost modelu vzhledem k malým poruchám (nep°esnostem)

pozitivní invariance (od kraj·)

asymptoticky stabilní

absorb£ní mnoºina (atrahující mnoºina)

Systém je permanentní, pokud existují konstanty m,M > 0 takové, ºe
pro kaºdý po£áte£ní bod u = u(0) existuje £as tu > 0 spl¬ující

m ≤ ui(t) ≤M,∀t > tu.

Michal Kozák, Radek Novák (MAFIA) Stabilita a bifurkace 19.5.2014 16 / 18



Bonbonek 1

Stabilita biologických spole£enstev:

druhy musí dlouhodob¥ p°eºívat,

nestabilita = vyhynutí jednoho druhu / vyhynutí celé populace

robustnost modelu vzhledem k malým poruchám (nep°esnostem)

pozitivní invariance (od kraj·)

asymptoticky stabilní

absorb£ní mnoºina (atrahující mnoºina)

Systém je permanentní, pokud existují konstanty m,M > 0 takové, ºe
pro kaºdý po£áte£ní bod u = u(0) existuje £as tu > 0 spl¬ující

m ≤ ui(t) ≤M,∀t > tu.

Michal Kozák, Radek Novák (MAFIA) Stabilita a bifurkace 19.5.2014 16 / 18



Bonbonek 2

Uvaºme systém

ut = b11u + b12v + n1(u, v)
vt = b21u + b22v + n2(u, v)

na [0,∞).

Z v¥ty o linearizované stabilit¥:

det (B − λI ) = 0.

Po úprav¥:

λ2 − (b11 + b22)λ + (b11b22 − b12b21) = 0.
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Bonbonek 2

Máme rovnici:

λ2 − (b11 + b22)λ + (b11b22 − b12b21) = 0,

jejíº °e²ení jsou:

λ1 =
b11 + b22 +

√
(b11 + b22)2 − 4(b11b22 − b12b21)

2
,

λ2 =
b11 + b22 −

√
(b11 + b22)2 − 4(b11b22 − b12b21)

2
.

Tvrzení

Nulové °e²ení je asymptoticky stabilní, práv¥ kdyº

trB = b11 + b22 < 0,

detB = b11b22 − b12b21 > 0.
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