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Co je kvantová mechanika?

I think I can safely say that nobody understands quantum mechanics. (Richard
Feynman)

For those who are not shocked when they first come across quantum theory cannot
possibly have understood it. (Niels Bohr)

God doesn’t play dice with the universe. (Albert Einstein)

Einstein, stop telling God what to do! (Niels Bohr)

Consideration of black holes suggests, not only that God does play dice, but that he
sometimes confuses us by throwing them where they can’t be seen. (Stephen
Hawking)

Bůh nejenže hraje v kostky, ale třeba mu mohou padat i komplexní čísla. (David
Krejčiřík?)

Bůh je mrtev. (Friedrich Nietzsche)
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Quantum woo

Definition
woo = a pseudoscientific bullshit (zdroj: http://rationalwiki.org)

Příklad 1
1 I want magic to exist.
2 I don’t understand quantum.
3 Therefore, quantum could mean magic exists.

Příklad 2
1 The idea of something being a particle and a wave simultaneously is weird and

apparently contradictory.
2 The idea of Jesus being divine and human simultaneously is weird, and

apparently contradictory.
3 Therefore perhaps the two are connected.

První bod přitom ani není tvrzením kvantové mechaniky!
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QuantumMan

Figure: zdroj: http://www.quantummansite.com
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QuantumMan continues

Figure: zdroj: http://www.quantummansite.com
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Nástup kvantové fyziky

1803: Thomas Young provadí a objasňuje dvouštěrbinový experiment (vlnová teorie
světla)

Figure: zdroj: http://ipodphysics.com

1890s (počátek kvantové fyziky) : Max Planck odvozuje spektrum záření černého
tělesa z předpokladu, že energie mezi hmotou a EM zářením může být předávána
pouze po diskrétních energetických kvantech
1905: Albert Einstein vysvětluje fotoelektrický jev, přitom na ona diskrétní kvanta
nahlíží jako na částice, tzv. fotony
1909: Geoffrey Taylor provádí dvouštěrbinový experiment s “jednofotonovou
intenzitou” světla
1961: Claus Jönsson pozoruje interferenční vzor pro elektrony
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Matematická formulace

Vybraná matematická literatura:

J. von Neumann, Mathematical Foundations of Quantum Mechanics (1932)

M. Reed and B. Simon, Methods of Mathematical Physics, vols I–IV (1972)

J. Blank, P. Exner, M. Havlíček, Lineární operátory v kvantové fyzice (1993)

Matematika používaná v kvantové mechanice:

lineární i obecná algebra, grupy

funkcionální analýza

diferenciální geometrie

ODE, PDE

speciální funkce
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Stavy a pozorovatelné

klasická mechanika kvantová mechanika
stav prvek fázového prostoru,

např. (x, p) ⊂ R2n
prvek Hilbertova prostoru H
⇒ z prvků vektorového prostoru lze
konstruovat LK, ale pozor-ne každá
LK odpovídá nějakému stavu (super-
selekční pravidla); pokud i LK stavů
je stavem nazýváme ji superpozicí

pozorovatelná reálná funkce, např.
E(x, p) = p2/2 + V (x)

samosdružený operátor,
ale opět pozor-ne každý ss operátor
odpovídá nějaká pozorovatelné

pozn. Přesněji je kvantový stav určen jednodimenzionálním podprostorem Hilbertova
podprostoru. Dále budeme uvažovat jen stavy popsané vektory normovanými na
jedničku. Stále zůstává volnost volby fáze.
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Měření pozorovatelné

Pro jednoduchost předpokládejme, dim H = N <∞.

Základní axiomy
A = A∗ . . . měřená pozorovatelná
ai . . . bod spektra op. A (ai ∈ σ(A))
ψi . . . odpovídající vlastní vektor (ψi ∈ Ker (A− ai)), lze volit 〈ψi, ψj〉 = δij

Axiom 1 Možnými výsledky měření A jsou body σ(A).

Axiom 2 Pravděpodobnost, že naměříme hodnotu ai je dána výrazem
∑
j(i) |〈ψ,ψj(i)〉|

2,
kde sčítáme přes všechna j(i) taková, že ψj(i) je vlastní funkce s vlastní
hodnotou ai.

Axiom 3 Je-li výsledek měření ai, potom bezprostředně po měření je systém ve stavu∑
j(i)〈ψj(i), ψ〉ψj(i)/‖

∑
j(i)〈ψj(i), ψ〉ψj(i)‖.

pozn.
∑N
i=1 |〈ψ,ψi〉|

2 = ‖ψ‖2 = 1
pozn. σ(A) ⊂ R
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Důsledek Axiomu 2

Střední hodnota pozorovatelné A: 〈A〉ψ = 〈ψ,Aψ〉.

DK: Máme

〈A〉ψ =

N∑
i=1

ai|〈ψ,ψi〉|2 =
N∑
i=1

〈ψ, ai〈ψi, ψ〉ψi〉 = 〈ψ,
N∑
i=1

ai〈ψi, ψ〉ψi〉 = 〈ψ,Aψ〉,

neboť ψ =
∑N
i=1〈ψi, ψ〉ψi.
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Projektor/filtr

Definition

Lineární operátor P se nazývá projektor, pokud P = P ∗ a P 2 = P .

pozn. P je projektor právě tehdy, je-li orthogonální projekcí na nějaký (uzavřený)
podprostor H .

Př. dim H = 2⇒ ON báze {e1, e2}. Projektor na stav e2 má v dané bázi maticový
zápis ( 0 0

0 1 ).

Př. Pϕ := 〈ϕ, ·〉ϕ . . . projektor na stav ϕ

střední hodnota ve stavu ψ . . . 〈Pϕ〉ψ = 〈ψ, Pϕψ〉 = |〈ψ,ϕ〉|2

σ(Pϕ) = {0, 1}, Ker(Pϕ) = ϕ⊥ a Ker(Pϕ − 1) = {ϕ}lin
odtud 〈ψ, Pϕψ〉 = |〈ψ,ϕ〉|2 je pravděpodobnost, že po měření Pϕ bude systém ve
stavu ϕ ⇒ jedná se tedy o pravděpodobnost přechodu ze stavu ψ do stavu ϕ

(hypotetický) odpovídající měřící aparát budeme nazývat filtr
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Esence dvouštěrbinového experimentu

ϕ1, ϕ2 . . .ON vektory ⇒ P{ϕ1,ϕ2}lin = Pϕ1 + Pϕ2

ψ, χ . . .normované vektory

Figure: Jedna štěrbina zavřena

Filtr 1 〈ψ, Pϕ1ψ〉 = 〈Pϕ1ψ, Pϕ1ψ〉 = ‖ψ̃‖2

Filtr 2 ‖ψ̃‖−2〈ψ̃, Pχψ̃〉 = ‖ψ̃‖−2〈Pϕ1ψ, PχPϕ1ψ〉 = ‖ψ̃‖−2|〈ψ,ϕ1〉|2|〈ϕ1, χ〉|2

Celková pravděpodobnost:

P (ψ → ϕ1 → χ) := |〈ψ,ϕ1〉|2|〈ϕ1, χ〉|2 = P (ψ → ϕ1)P (ϕ1 → χ)
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Figure: Obě štěrbiny otevřeny

Filtr 1 〈ψ, (Pϕ1 + Pϕ2)ψ〉 = 〈(Pϕ1 + Pϕ2)ψ, (Pϕ1 + Pϕ2)ψ〉 = ‖ψ̃‖2

Filtr 2 ‖ψ̃‖−2〈ψ̃, Pχψ̃〉 = ‖ψ̃‖−2〈Pϕ1ψ + Pϕ2ψ, PχPϕ1ψ + PχPϕ2ψ〉 = . . . =

‖ψ̃‖−2
(
|〈ψ,ϕ1〉|2|〈ϕ1, χ〉|2 + |〈ψ,ϕ2〉|2|〈ϕ2, χ〉|2 +

2<〈ψ,ϕ1〉〈ϕ1, χ〉〈χ, ϕ2〉〈ϕ2, ψ〉
)

Celková pravděpodobnost:

P (ψ → ϕ1 + ϕ2 → χ) :=

|〈ψ,ϕ1〉|2|〈ϕ1, χ〉|2 + |〈ψ,ϕ2〉|2|〈ϕ2, χ〉|2 + 2<〈ψ,ϕ1〉〈ϕ1, χ〉〈χ, ϕ2〉〈ϕ2, ψ〉
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Diskuze výsledku

Kvantový popis

P (ψ → ϕ1 + ϕ2 → χ) =P (ψ → ϕ1 → χ) + P (ψ → ϕ2 → χ)

+ 2<〈ψ,ϕ1〉〈ϕ1, χ〉〈χ, ϕ2〉〈ϕ2, ψ〉

Klasický popis
Pclas(ψ → ϕ1 + ϕ2 → χ) = P (ψ → ϕ1 → χ) + P (ψ → ϕ2 → χ)

0 ≤ P (ψ → ϕ1 + ϕ2 → χ) ≤ (P (ψ → ϕ1 →χ)1/2 + P (ψ → ϕ2 → χ)1/2)2

≥ Pclas(ψ → ϕ1 + ϕ2 → χ)

Klasicky se sčítají pravděpodobnosti, v kvantovém případě se ale sčítají amplitudy
pravděpodobností, tj. výrazy typu 〈ψ,ϕi〉-viz druhý výpočet na filtru 2.
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Spektrum lineárního operátoru pro dim H = ∞

Definition

Řekneme, že λ ∈ C leží v resolventní množině operátoru A, pokud

(A− λ)ϕ = f (1)

má právě jedno řešení pro všechna f ∈H . Píšeme λ ∈ %(A). Spektrum definujeme jako
σ(A) := C \ %(A).

První podmínka může být narušena z následujících příčin:

∃f ∈H ∃ϕ1, ϕ2 : ϕ1 6= ϕ2 ∧ (A−λ)ϕ1 = (A−λ)ϕ1, to jest (A−λ)(ϕ1−ϕ2) = 0,
λ je vlastní hodnota-prvek bodového spektra σp(A), (A− λ) není injektivní.
(A− λ) je injektivní a ∃f ∈H takové, že rovnice (1) nemá žádné řešení, to jest
Ran(A− λ) 6= H , (A− λ) není surjektivní.

Ran(A− λ) = H . . . λ ∈ σc(A)-spojité spektrum
Ran(A− λ) 6= H . . . λ ∈ σr(A)-residuální spektrum (σr(A) = ∅ pro A = A∗)
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Obecně není lineární operátor injektivní právě tehdy, je-li surjektivní

pozn. Buď dim H <∞. Potom lineární operátor injektivní právě tehdy, je-li surjektivní.
σp(A) = σ(A).

Př. dim H =∞, {ei}i∈N ON báze
ψ ∈H ⇒ ψ =

∑∞
i=1 αiei

Aei := ei+1 a rozšíříme z linearity ⇒ Aψ =
∑∞
i=1 αiei+1

A je injektivní, ale nikoliv surjektivní!
σp(A) = ∅, ale 0 ∈ σ(A)
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Thank you for your attention!
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