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“The first half of a talk should be for ladies, the other for yourself.”

[Emanuel Milman]
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. a jeji feSeni

Véta (Isoperimetricka nerovnost)

Pro obsah A(K) a obvod P(K) konvexniho rovinného ttvaru K C R?
plati

.= ®

Navic, rovnost nastdva pravé kdyz K je kruh.

A(K) <




Vlastni objemy



Steineruv vzorec

Véta (Steineriiv vzorec v roving)
Bud K C R? konvexni rovinny ttvar. Obsah kaZdého jeho e-okoli je

A(K +eB;) = A(K) + P(K) e + me?. (2)



Vlastni o y

Definice
Konvexni téleso je kompaktni konvexni neprazdnd podmnoZina K C R”.
MnoZinu vSech konvexnich téles zna&ime K.



Vlastni objemy

Definice
Konvexni téleso je kompaktni konvexni neprazdnd podmnoZina K C R”.
MnoZinu vSech konvexnich téles zna&ime K.

Véta (Steineriiv vzorec)
Pro kazdé K € KL a ¢ > 0 plati

vol(K +¢eBy) = an k(K ek, (3)



Vlastni objemy

Definice
Konvexni téleso je kompaktni konvexni neprazdnd podmnoZina K C R”.
MnoZinu vSech konvexnich téles zna&ime K.

Véta (Steineriiv vzorec)
Pro kazdé K € KL a ¢ > 0 plati

vol(K +¢eBy) = an k(K ek, (3)

Definice
Takto definované funkciondly p: K — R nazyvame vlastni objemy
(‘intrinsic volumes').



Vlastni objemy

Definice
Konvexni téleso je kompaktni konvexni neprazdnd podmnoZina K C R”.
MnoZinu vSech konvexnich téles zna&ime K.

Véta (Steineriiv vzorec)
Pro kazdé K € KL a ¢ > 0 plati

vol(K +¢eBy) = an k(K ek, (3)

Definice
Takto definované funkciondly p: K — R nazyvame vlastni objemy
(‘intrinsic volumes').

Poznamka
1y = vol je Lebesgueova mira a g = x = 1 je Eulerova charakterisitka.
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Vlastnosti vlastnich objemiu

Tvrzeni
Vlastni objemy jsou

e spojité (vzhledem k Hausdorffov& metrice),

e translaéné invariatni: pro véechny x € R" a K € K,
(K + x) = p(K), (4)
e rota&né invariatni: pro viechny g € SO(n) a K € K,
1k (gK) = pk(K), (5)
e valuace (‘valuations'): kdykoli K,L,K UL € K,
pu(K U L) = pi(K) + pu(L) — (K OV L). (6)
Navic, pk je k-homogenni: pro vSechny K € K a t > 0,

k() = i (K)- (7)



Zobecnéné isoperimetrické nerovnosti

Véta
Pro kazdé K € IC plati

25 () - ()< () o

Navic, rovnost nastdvd v kazdém ptipadé pravé pro Eukleidovské koule.
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Hadwigerova véta

Definice
MnoZinu v3ech spojitych translagné a rota&né invariantnich valuaci na K

zna&ime Val*0("

Véta (Hadwiger, 1957)

Val0(m — Span{pio, - - -, fin}- ©)
Specidlné
Valso(n) — @Span{uk}- (10)
k=0
Poznamka

Vlastni objemy jsou linedrni kombinace valuaci typu vol(- +rBy), r > 0.



Kinematické formule

Diisledek (Santalé, Blaschke, Federer, Chern ~ 1930s, 1940s)
Pro kazdé K, L € K plati

e Blaschkeovy kinematické formule:

/SO(n)lLk(KﬁgL)dg: > o mi(K) L), (11)

i+j=n+k
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Kinematické formule

Diisledek (Santalé, Blaschke, Federer, Chern ~ 1930s, 1940s)
Pro kazdé K, L € K plati

e Blaschkeovy kinematické formule:

/SO(n)lLk(KﬁgL)dg: > o mi(K) L), (11)

i+j=n+k

e aditivni kinematické formule:

Lo(n) k(K + gl) dg = Z djf pi(K) i (L). (12)

i+j=k

Konstanty cf a djf Ize explicitn& ziskat tzv. template metodou.
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Uzita integralni geometrie

e experimentdlni zjist&ni hodnoty &isla 7 ('Buffon needle problem’)
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Uzita integralni geometrie

e experimentdlni zjist&ni hodnoty &isla 7 ('Buffon needle problem’)

e hra v kostky ('Firey problem’)

4
W
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Algebraické struktury




Spojité translaén

Definice

Val := {spojité transla&né invariantni valuace na K}.
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Spojité translaéné invariantni valuace

Definice

Val := {spojité transla&né invariantni valuace na K}.

Véta (McMullen, 1977)

Val := G}Valk7 pritemz Val, = Span{vol}. (13)
k=0

Diisledek
Val je (nekonetn&-dimenzionalni) Banachlv prostor vici

. (14)

9]l := sup |p(K)
KCB;

Véta (Aleskerovo feseni McMullenovy domnénky, 2001)
Span{vol(- +L); L € K} je husty podprostor ve Val.
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Aleskertiv produkt

Definice
Bud'te Li, L, € K striktn& konvexni s hladkymi hranicemi.

vol,(+ 4+L1) - vol,(+ +L3) := vola,(A(+) + L1 x Lyp). (15)
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Aleskertiv produkt

Definice
Bud'te Li, L, € K striktn& konvexni s hladkymi hranicemi.

vol,(+ 4+L1) - vol,(+ +L3) := vola,(A(+) + L1 x Lyp). (15)

Véta (Alesker, 2004)

e (15) definuje komutativni asociativni distributivni spojity produkt na
n
Val™ = @ Val® C Val,
k=0

e X - ¢ = ¢ pro kazdé ¢ € Val™,

e Val®-Val® C Val5,.
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Abstraktni Hadwigerova véta

Bud G C SO(n) kompaktni podgrupa.

14



Abstraktni Hadwigerova véta

Bud G C SO(n) kompaktni podgrupa.
Definice

Val® := {¢ € Val; ¢(gK) = ¢(K) pro vechny g € G a K € K}.

14



Abstraktni Hadwigerova véta

Bud G C SO(n) kompaktni podgrupa.
Definice

Val® := {¢ € Val; ¢(gK) = ¢(K) pro vechny g € G a K € K}.

Véta (Alesker, 2000)
dim Val® < oo pravé tehdy, kdyz akce G na $"~! C R” je tranzitivni.

14



Abstraktni Hadwigerova véta

Bud G C SO(n) kompaktni podgrupa.

Definice
Val® := {¢ € Val; ¢(gK) = ¢(K) pro vechny g € G a K € K}.

Véta (Alesker, 2000)
dim Val® < oo pravé tehdy, kdyz akce G na $"~! C R” je tranzitivni.
V takovém pipadé plati Val® C Val™ a dile Val® - Val® c Val®.

14



Abstraktni Hadwigerova véta

Bud G C SO(n) kompaktni podgrupa.
Definice

Val® := {¢ € Val; ¢(gK) = ¢(K) pro vechny g € G a K € K}.

Véta (Alesker, 2000)
dim Val® < oo pravé tehdy, kdyz akce G na $"~! C R” je tranzitivni.
V takovém pipadé plati Val® C Val™ a dile Val® - Val® c Val®.

Poznamka
Takové grupy jsou dob¥e znamy:

e SO(n);

. U(2).SU(2)

e Sp(2). SP(2)U(1). Sp()5p(L);
o Gy, Spin(7), Spin(9).
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Poznamka

(n
i

ok + o € Valff ) = Span{jus}-
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Aleskeriiv produkt - pfiklady

Poznamka
Lk - ;1,€Valk+, = Span{ i/}
Tvrzeni
k+/ W41
16
Fok * [ < K >wkw Foke1 (16)
Dusledek

Valso(m) =~ R[] /(t™F1). (17)
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Aleskeriiv produkt - pfiklady

Véta (Fu, 2006)

Val") 2 R[t, 5]/(fos1, far2), (18)
kde
€9 t2 t3
In(1+t+s)=) fi= t+(s— )+ (st )+

k=1
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Aleskeriiv produkt - pfiklady

Véta (Fu, 2006)

Val/) = R[t, s]/(fos1, for2), (18)
kde
- t2 t3
In(l—i—t—l—s):;fk: t+(s— )+ (st )+

Véta (Kotrbaty, Wannerer, 2019)
Val®"®) =~ R[ty ... t15]/(jakysi podivny idesl). (19)
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FTAIG

Poznamka
Zrejmé Val® = @] _, Val¢, kde Val{ = Span{vol}.
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FTAIG

Poznamka
Zrejmé Val® = @] _, Val¢, kde Val{ = Span{vol}.

Véta (Bernig, Fu, 2006)
Bud {¢1,...,¢n} bize Val®. UvaZujme nésledujici matici M € R™":

M = (¢i - &j)n-

Potom

n

/E oe(KNEL) dg = 3 (MY (0 - 6)(K) (L), (20)

ij=1
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Dékuji za pozornost!
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