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Algebry a ortogonalni polynomy Uvod do reprezentaci algeber
Algebra

m Algebra je vektorovy prostor vybaveny dodate¢nou binarni operaci

B Zde budeme uvazovat asociativni algebry s jednotkou a operaci budeme
znacit jako nasobeni

W Priklad: Algebra linearnich zobrazeni na vektorovém prostoru V spolu se
skladanim zobrazeni

B Priklad: Algebra Ctvercovych matic
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Algebry a ortogonalni polynomy Uvod do reprezentaci algeber

Algebra definovand mnozinou generatoru

B UvaZujeme mnozinu generatoru xi, ..., X, a generujici relace
fk(X17"'7Xf) = 0

B Generatory mezi s sebou formélné nasobime a tvofime linearni kombinace

m Priklad: Algebra U(slp) — generatory e, f, h a relace

ef-fe=h, fh-hf=2f he-eh=2e
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Algebry a ortogonalni polynomy Uvod do reprezentaci algeber

Algebraicky homomorfismus a reprezentace

B Homomorfismus je zobrazeni mezi algebrami, které zachovava
algebraickou strukturu, tj.

plax +y) = ap(X) + oY), @Xy) = oX)e(y)

m Priklad: Algebra linearnich zobrazeni na V,, nad C je izomorfni s C™"

B Reprezentace algebry je homomorfismus do algebry linearnich zobrazeni
(nebo matic)

B Priklad: Dvourozmérna maticova reprezentace algebry U(sl,)

(8 ). (% &) (5 9
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Algebry a ortogonalni polynomy Uvod do reprezentaci algeber

Klasifikace reprezentaci

m Ukolem je najit v jistém smyslu véechny reprezentace dané algebry
B Hledaji se pouze ireducibilni reprezentace

B Priklad: Nasledujici reprezentace U(slo) je reducibilni

010 0 0O 1 00
90(e)=(0 0 0], go(f)=[1 0 O], t,o(h)=[0 -1 0]
0 0O 0 0O 0 0 O

B Reprezentace, které Ize ziskat podobnostni transformaci povazujeme za
ekvivalentni

B Plati: ¢ je reprezentace = @(x) = Pp(x)P~' je reprezentace, nebot

P(xy) = Po(xy)P™' = Po(x)p(y)P~" = Po(x)P Pp(y)P™! = (x)@(y)
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Algebry a ortogonalni polynomy sl> a Krav€ukovy polynomy

Reprezentace U(sly)

B N + 1-rozmérna reprezentace U(sh)

N 0 0 0

0 N-2 0 0

e =|0 0 N-4 0

0 0 0 -N
010 ---0 0 0 0 0
002 ---0 N 0 0 0

ee)=|0 0 0 - 0 4xH=l0 N-1 0 0]

0 0O 0 0 0 0 0

B Plati: Kazda ireducibilni N + 1-rozmérna reprezentace U(sl,) je ekvivalentni
uvedené reprezentaci ¢.
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Algebry a ortogonalni polynomy sl a Krav€ukovy polynomy

Ekvivalentni reprezentace

B Plati: zobrazeni o definované plsobenim na generatory U(sl,) jako
ohy=e+f, oce=1/2h-e+f), of)=1/2(h+e-1)

je izomorfismus U(slz) — U(slo)

B Zobrazeni ¢ o o tedy musi byt ireducibilni N + 1-rozmérna reprezentace
stejné jako samotné ¢

B Musi tedy existovat podobnostni transformace zobrazujici
ph)y=:A na ¢oh)=¢pe+f)=gple)+ep(f)=:B a

ple+fH =B na g¢(o(e+1) =glo(e)+o(f) =¢h)=A
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Algebry a ortogonalni polynomy sl a Krav€ukovy polynomy

KravCukovy polynomy

B Musi tedy existovat P tak, Zze
B=PAP' a A=PBP

m Radky této matice mizeme povazovat za soutadnice polynomu.

m Ukéaze se, ze plati
N
Pk = (j)Kj(kJ/Z, N),

kde Kn(x, p, N) je n-ty Kravéuklv polynom v bodé x s parametry p a N.

B Ten je definovany jako

-n,—X

N =mit=x)i 1
Kn(xvp’N):2F1( ) Z ( N) pnn"

i=0

kde (a); = n;—z‘o(a + k).
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Algebry a ortogonalni polynomy sl a Krav€ukovy polynomy

Relace rekurence

H Vime, Ze
BP = PA.

B Ze tvar(l matic plyne
[BP],/ = (N —i+ 1)P,',1,/' + (I + 1)P,'+1,j, [PA],/ = P,I(N - 2_/)

B Porovnanim a dosazenim ziskame rekurenci

N N N N
[N Jov=ie kg - (Tv=ziomo « ks =0 ()

+1
JKi-1(K) = (N = 2K)Kj(k) + (N = )Kj.1(k) = 0.

B Naopak z rovnice PB = AP bychom ziskali

kKi(k = 1) = (N - 2))Ki(k) + (N - K)Kj(k + 1) = 0,
kterd odpovida diferenc¢ni rovnici pro Krav€ukovy polynomy.
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Algebry a ortogonalni polynomy sl a Krav€ukovy polynomy

Relace ortogonality

B Snadno najdeme diagonalni podobnostni transformaci B=T"8BT,
T =diag by, ..., ty takovou, Ze B je symetricka

m Matice (PT)~! tak bude diagonalizovat symetrickou matici B, sloupce (PT)~'
tak budou ortogonalni viéi standardnimu skalarnimu soucinu

m Upravou ziskame, ze fadky matice P — Kravéukovy polynomy — tedy jsou
ortogonalni vici skalarnimu soucinu definovanému matici

2 _ Ai 2 2
T _d|ag(z‘0 ..... tN)

m V piipadé Kravéukovych polynomii vyjde t/? = ('j\’) tedy

N

N
> ( k)K,-(km(k) = hysy

k=0

B Posloupnost h; Ize z teorie ortogonalnich polynomu spocitat z relace
rekurence
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Algebry a ortogonalni polynomy sl> a Krav€ukovy polynomy

Zobecnéni

m Totéz bychom mohli provést s obecnéjSim automorfismem
he—> (1 -2p)h+2(1 - p)e + 2pf,

1-
e~ (1-p|h- P

e+1 f), fph+e-f1).

B Dostali bychom obecné KravEukovy polynomy s parametrem p.
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Algebry a ortogonalni polynomy Obecny vztah

Leonardovy pary

B Dvojici linearnich operatort A, B nazveme LeonardQv par, existuji-li baze 2
a % takové, ze v bazi 2" je A ireducibilni tridiagonalni a B je diagonalni a v
bazi # naopak.

B Oznacéme

A% =

Co
a

oo

bo
Cy
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0 b 0 O 0
0 0 d 0 0
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Algebry a ortogonalni polynomy Obecny vztah

Leonardovy pary a ortogonalni polynomy

W Za predpokladu, Ze dx = dy + dk a &k + by + & = & |ze definovat posloupnost
N + 1 ortogonalnich polynomu vztahem

Pi(k) = P,
kde P je matice pfechodu od baze # k 2.

B Pak plati vztahy
a;Pi_1(k) + ¢;Pj(k) + bjP.1(k) = (do + dk)Pj(k),
akPj(k — 1) + &k Pj(k) + bk Pi(k + 1) = &;P;(k),

N
Z Pi(k)Pi(kywk = hjoj,
k=0

k By i g N
Wk:l—[é_,-’ hj=holilm, ho=PookZ;Wk-
j= - =
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g-Racahovy polynomy

B Explicitni tvar

q—n, a,ﬁqn+1 , C]_X, ,yéqx+1
aq,B64,vq

Rn(#(X);a,,B,y,élq)=4<,03( q;q) n=0,1,2,...,N,

kde

o [a1lk - - [arlk N ZK
:z| = (_1)(1+s—r)k (1+s-r)(3) ’
9 ) kZ:(:) [b11k - - - [bs]k 9 (q; 9k

a‘],...,ar
s\ by,.... bs

k
lalk =] | -ad™, ux) =g +ysq,
j=1

-N

aqg=q " nebo Bsg=qg N nebo yg=g"N, kdeN €N,
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Algebra U;(so3)

] U;(so3) je komplexni algebra, urCena generatory I, L a /5 a relacemi

q"2hl—q 2kl = ks
q'2bl-q 2kl = I
a2l - g "2hls = b
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Algebry a ortogonalni polynomy g-Racahovy polynomy

Reprezentace U (s03)

B Tzv. klasicka reprezentace U;(so3) ma tvar

p(h)Xj = —

1 . .
W(—U]XH + [N = j1Xj41),

ig'’? i .
P i1y, ~M-+j — 1y
o(l)X; = . qM_j(q U1X-1 + @7 IN = j1X5.1),
o(k)x; = i[-M + jlx;,
kde 0<j< N, x4 =xn:1=0,M=N/2a[v]=(q@ -q")/(q-q".
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Algebry a ortogonalni polynomy g-Racahovy polynomy

Reprezentace U;(so3) a Racahovy polynomy

B Nyni Ize vyuzit bud rota¢ni automorfismus
ho=b, behk ke,
Nebo automorfismus zaméfiujici pouze dva generatory

1/2

b, bl ke b+ (kh-hh)(g'?+qg?),

B Jiz naznacenym postupem pak ziskame g-Racahovy polynomy s parametry

. =N-1
a:ﬁ:—‘y:—é:|qT
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Algebry a ortogonalni polynomy g-Racahovy polynomy

Askeyova—Wilsonova algebra

B Askeyova Wilsonova algebra je generovana prvky Ky, Ki a K> a relacemi
q'%Ko - g7V2Ks = Kz,

q'2K — g2 Ky = BKy + C1 Ki + Dy,
q"2Ki - 7Kz = BK + CoKo + Dy,
kde B, Cy, Cy, Dy a D; jsou komplexni parametry

B Z reprezentaci této algebry Ize odvodit vlastnosti g-Racahovych polynomd
pro libovolné parametry
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Dekuji za pozornost
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