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Metamaterialy

Metamateridly jsou uméle vyrobené kompozitni materidly

e “meta” = pohled shora, na vy3si trovni, vymanéni se ze systému, presahujici
e Disponuji neobvyklymi fyzikdlnimi vlastnostmi: zapornd permitivita,
permeabilita, zaporny index lomu

Siroké moznosti vyuZiti
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Metamaterialy

material

Filip HloZek (FJFI, CVUT) ni teorie pro metamateridly



e Viktor Veselago - teoreticky analyzoval vlastnosti materiald se zapornymi
hodnotami ¢, p (1968)
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Levoto&ivé materidly (left-handed materials)

e Z Maxwellovych rovnic se da zjistit, Ze vinovy vektor k bude mit opatné
znaménko nez v obvyklych materidlech

tE=—-—— B =puH
ro c Ot H
. 10D L
rotH:fa— D =¢cE
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Levoto&ivé materidly (left-handed materials)

e Z Maxwellovych rovnic se da zjistit, Ze vinovy vektor k bude mit opatné
znaménko nez v obvyklych materidlech
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e Pro rovinnou monochromatickou vinu jsou vdechny kvantity tim&rné e/(kz—wt)
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Levoto&ivé materidly (left-handed materials)

e Z Maxwellovych rovnic se da zjistit, Ze vinovy vektor k bude mit opatné
znaménko nez v obvyklych materidlech

" 10B . -
rotE = —=-— B =uH
c Ot K
. 10D Lo
rotH = —— D =c¢E
c Ot
e Pro rovinnou monochromatickou vinu jsou vdechny kvantity tim&rné e/(kz—wt)
=
— — w —
kx E=—uH
H
kx H= —EGE
c

e Proe>0a p > 0 tvofi vektory E,H, k pravototivou trojici vektord, kdezto
pro e <0 a p < 0 levotocivou.

Filip HloZek (FJFI, CVUT) Spektrélni teorie pro metamaterialy 20.8.2015 5/27



Levoto&ivé materidly (left-handed materials)

e Z Maxwellovych rovnic se da zjistit, Ze vinovy vektor k bude mit opatné
znaménko nez v obvyklych materidlech

. 108 _ -
rotE = —=— B=uH
c Ot K
. 10D L
rotH=—-— D =¢cE
c Ot
e Pro rovinnou monochromatickou vinu jsou vechny kvantity Gmérné e/(kz—«1)
=
— — w —
kx E=—uH
H
kx H= —EGE
c

e Proe>0a p > 0 tvofi vektory E,H, k pravototivou trojici vektord, kdezto
pro e <0 a p < 0 levotocivou.

e Naproti tomu Poyintingtiv vektor S= ﬁf x H tvo¥
pravotodivou trojici vektord
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Zaporny index lomu

o n= /el
e Snelliiv zdkon 30¥L

sin 2

= N1
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Zaporny index lomu

o n= /el

e Snelliiv zdkon 32¥L

sin 2 = N2
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Veselagova ¢otka (supercocka)

Yo 2

material
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e John Pendry - navrhl prvni materidl se zdpornou permitivitou (1996)

_ P
@) =1- 7 s
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e John Pendry - navrhl prvni materidl se zdpornou permitivitou (1996)

2
w
o -1-—"P
() w? + Iyw
e a se zdpornou permeabilitou (1999)
Fuw?

e =1- 55—
pesi(w) w? —wé— iwl

Filip HloZek (FJFI, CVUT) Spektrélni teorie pro metamaterialy 20.8.2015



e David R. Smith - zkonstruoval prvni prostfedi se zapornym indexem lomu
(2000)

e Maskovani pro mikroviny (2006)
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Dalsi fyzikalni pFistupy

e Geometricka optika
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Dalsi fyzikalni pFistupy

e Geometricka optika

e Obecnd relativita
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Anomalni lokalizovana rezonance

e N. A. Nicorovici, R. C. McPhedran, G. W. Milton zkoumaji p¥ipad
maskovaného vélce (coated cylinder) ve dvou dimenzich (1994)
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Anomalni lokalizovana rezonance

e Zkouma se rovnice
V- (eVV)=0
kde

€c, x € By,
e=4{ —¢6, xeB, \B,
€m; x € By, \ B,
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Anomalni lokalizovana rezonance

e Zkouma se rovnice

V- (eVVs)=0
kde
€c, x € By,
es(x) =S (1 +id)en, x€ B, \ By,
€my x € B, \ B,
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Anomalni lokalizovana rezonance

e Zkouma se rovnice

V- (€5VV5) = af

kde
€c, x € By,
es(x) =S (1 +id)en, x€ B, \ By,
€m, x € B, \ B,
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Anomalni lokalizovana rezonance

e Zkouma se rovnice

V- (esVVs)=0
kde
+1, x € B,
es(x) = 1+70, xeB,\B,.
+1, x € B, \B,

e ALR nastdva pouze pokud dochazi k "blow-upu” energie, tj.

Es = Iim/ §|VVs)?dx = 0o
6—0 B, \B,

pritem? Vj(x) zlstdvd omezend mimo jisty polomé&r a, tj.
|Vs(x)| < C,pro |x| > a

pro n&jaké konstanty C a a nezdvislé na 6 = B, obsahuje celou oblast ALR
e Anomadlnost: " blow-up” energie miZe nastdvat i v jisté blizké oblasti kolem
maskovaciho zafFizeni
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Anomalni lokalizovana rezonance

e UvaZujme jednodimenziondlni problém

(x) = -1, xe(-1,0)
YTV 41 xe(0,1)

d d
Ho = —EE(X)E

D(Ho) = { € H((~1,0)) & H2((0, 1))|(~1) = (1) = 0,
$(07) = %(0%),
W(07) = —(0"))
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Anomalni lokalizovana rezonance

e UvaZujme jednodimenziondlni problém

-1, xe(-1,0)
<t = {+17 x € (0,1)
Ho = —dixe(x)%
D(Ho) = {4 € H*((~1,0)) ® H*((0,1))[1(—1) = ¥(1) =0,
P(07) = 4(07),
P(07) = —/(0)}

e Hy je urdité symetricky operator — dd se ukdzat i samosdruZenost
0o 1
(stoe) = [ T [ T =
-1 0

0 - 17 . B -
= —/ 1//’<ﬁ’+/ G+ W% — [0 Tor =
-1 0

0 1
- /_1 P — /0 o — [’y + [Pelos + 1% — [e'lo-
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Anomalni lokalizovana rezonance

e Tento operator nyni modifikujeme

—1+i6, xe(-1,0)
6§(X) = )
+1+i0, x€(0,1)

H5 = 7%66()()%
D(Hs) = {¢ € Hy((~1,1)),% € H*((~1,0)) & H*((0, 1))

(0+y'(07) = (6 — )¥'(07)}
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Anomalni lokalizovana rezonance

e Tento operator nyni modifikujeme

—1+i6, xe(-1,0)
6§(X) = )
+1+i0, x€(0,1)

H5 = 7%66()()%
D(Hs) = {¢ € Hy((~1,1)),% € H*((~1,0)) & H*((0, 1))

(0+y'(07) = (6 — )¥'(07)}

e Hj neni samosdruZeny
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Matematicka vsuvka

Definice: (Ciselny obor hodnot)

Necht H je operator v Hilbertov& prostoru .# . Ciselny obor hodnot ©(H)
operatoru H je mnoZina viech komplexnich &isel (v, Hy) kde v, ||¢)]] = 1 prochazi
celé D(H).

o 0,(H) C O(H)

Operétor H € A je akretivni je-li &iselny obor hodnot ©(H) podmnoZina pravé
poloroviny komplexni roviny, tj. pokud Re(), Hy) > 0 pro viechna ¢ € D(H).
Operétor H ktery navic spliiuje (H+ X\)~* € Z() a ||(H+A)7!| < (ReX)~?
pro Re A > 0 se nazyva m-akretivni.

e m-akretivni operator je maximalni akretivni operdtor
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Matematicka vsuvka

Operator H je kvazi-akretivni (kvazi-m-akretivni) je-li H + « akretivn{
(m-akretivni) pro n&jaké &islo a.

Definice:

| \

Operétor H je sektoridlni, je-li &iselny obor hodnot ©(H) podmnoZinou sektoru
larg(¢ — )| < 0 < /2. v a 0 se nazyvaji vrchol a semi-tihel sektoridlniho
operatoru H.

Operator H se nazyva m-sektoridlni je-li sektoridlni a kvazi-m-akretivni.

e Hs neni ani m-sektoridlni, ale operator Vs = e~'2 uZ m-sektoridlni je.
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Anomalni lokalizovana rezonance

e Radi bychom vidéli, Ze v limité § — 0 jde operator Hs — Hp
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Anomalni lokalizovana rezonance

e Radi bychom vidéli, Ze v limité § — 0 jde operator Hs — Hp
e Mizeme spotitat vlastni hodnoty
° Ho :
(0,1): 4" +xp =0
(-1,0): 9" =Xy =0
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Anomalni lokalizovana rezonance

e Radi bychom vidéli, Ze v limité § — 0 jde operator Hs — Hp
e Mizeme spotitat vlastni hodnoty
° Ho :
(0,1): 4" +xp =0
(-1,0): 9" =Xy =0

= tan VA = tanh VA
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Anomalni lokalizovana rezonance

e Radi bychom vidéli, Ze v limité § — 0 jde operator Hs — Hp
e Mizeme spotitat vlastni hodnoty

° Ho:
(0,1): 9" +Xp =0
(-1,0): 9" = Xp =0
= tan VA = tanh VA

(] Hg:

(o, 1)-(1+i5)1p”+)\1p:0
(=1,0): (1 —id)y" —Mp =0
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Anomalni lokalizovana rezonance

e Radi bychom vidéli, Ze v limité § — 0 jde operator Hs — Hp
e Mizeme spotitat vlastni hodnoty

° Ho:
(0,1): 9" +Xp =0
(-1,0): 9" = Xp =0
= tan VA = tanh VA

(] Hg:

(o, 1)-(1+i5)1p”+)\1p:0
(=1,0): (1 —id)y" —Mp =0

:>tan\/ A —\/1_i5tanh\/ A
1+i6 V1+is 1—i6
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Anomalni lokalizovana rezonance

Re A Im &
600 [
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Anomalni lokalizovana rezonance

o Bouchitté, Schweizer (2009) zkoumali ¥eZeni rovnice

V- (e5Vus) =0

+1, x € By
es(x) =149 —1+4+1id, x€ Br\ B
+1, x € R?\ B

19 / 27
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Anomalni lokalizovana rezonance

o Bouchitté, Schweizer (2009) zkoumali ¥eZeni rovnice

V- (e5Vus) =0

+1, x € By
es(x) =149 —1+4+1id, x€ Br\ B
+1, x € R?\ B

e Reseni takovéto rovnice lze najit jako ansatz

U5(X) = Uk(r)eik9

rk,

U(r) =< ark+br=%, prol<r<R
ark 4+ pr=k, proR <r

pror <1

19 / 27
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Anomalni lokalizovana rezonance

e Lokaliza¢ni index

P} := P(6,k,R) := s
«

e Zkouma se limita 6 — 0 vyrazu

Brk _ if _ (E)2k(2i67 i26%)(1 — R72k)
ark r2k r 252Rk — (2 — i§)2R—*

R*:R3/2
Ll .
mkaxr2—k —0,r>R
Ll .
mfxﬂ—k — o0 ,r<R

Filip HloZek (FJFI, CVUT) Spektrélni teorie pro metamaterialy 20.8.2015



Anomalni lokalizovana rezonance

e Lokaliza¢ni index

P} := P(6,k,R) := s
«

e Zkouma se limita 6 — 0 vyrazu

Brk _ if _ (E)2k(2i67 i26%)(1 — R72k)
ark r2k r 252Rk — (2 — i§)2R—*

R*:R3/2
Ll .
mkaxr2—k —0,r>R
Ll .
mfxﬂ—k — o0 ,r<R

e Plati néco podobného i ve vyssich dimenzich?
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Anomalni lokalizovana rezonance

e Lokaliza¢ni index

P} := P(6,k,R) := s
«

e Zkouma se limita 6 — 0 vyrazu

Brk _ if _ (5)2,((2/67 i26%)(1 — R72k)
ark r2k r 252Rk — (2 — i§)2R—*

R*:R3/2
Ll .
mkaxr2—k —0,r>R
Ll .
mfxﬂ—k — o0 ,r<R

e Plati néco podobného i ve vyssich dimenzich?
e Ammari, Ciraolo, Kang, Lee, Milton (2012): NE!

Filip HloZek (FJFI, CVUT) Spektrélni teorie pro metamaterialy 20.8.2015



Anomalni lokalizovana rezonance

e Zkoumdame stejny problém ve 3 dimenzich, tj. rovnici

AV(x)=0
s okrajovymi podminkami
V(1) =w(1")
V(R™) =VY(RY)
e(17)VV(17) = e5(17)W(17)

es(R7)VU(R™) = es(RT)W(RY)

e Laplaceilv operdtor ma ve tfech dimenzich tvar

1
= (o)~ SAs

e —Ags> je Laplace-Beltramiho operétor, Jehoz spektrum je
o(—As) = {I(1+1)}°, a proto Ize Laplaceiiv operdtor psét jako

—A:ZZ(—%£(2§,)+I(1+/))

r2
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e Predpokladdme FeSeni Laplaceovy rovnice v separovaném tvaru
V(x) = (r)®(Q), kde Q = (6,¢)

e Redime tak rovnici

r2 dr

g (P5vn) + e —o

= Y(r) = Z (a/(r)r’ + ﬁ,(r)r"_l)

1=0

e Oznatime 1) I-ty Elen sumy. Koeficienty ay(r),5/(r) se budou lisit v kazdé ze
¥ oblasti

rl, pror <1

Yi(r) =< ar' + br='71, prol<r<R
air' +Br~'71, proR<r
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Anomalni lokalizovana rezonance

e Po dosazeni okrajovych podminek vypo&teme &isla «y, B; a z nich potom

po&itame
Bir 't P
airrl | T 2T T
B <R>2’+1 IN&+82\/1+ 62(1 + )2(R¥H1 — 1)
r 16/2 + 3213 + 16/* + 8/°PR?+1 4 RY+2 4 8IR?1 1 852/ +

16021° + 8621* + 662 IR* ! 1 146212 R?H1 4+ 1662 PR 1+
852/4R2/+1 + 52R4/+2 + 252/R4/+2 + 262/2R4l+2 + 54,2+
264/3 _ 54/4 + 264/2R2I+1 _ 454/3R21+1 + 264/4R2/+1+
542 RAI+2 + 2543 R4I+2 + S4ARA2
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e Hleddme maximum pres /

|77

e zjevné v nule ma ,WJ nulovou hodnotu
o v nekonednu spo&itdme limitu

‘P’é| = lim (R>2I+1 PRI V4+52\/ 7+ 0 ( 7t 1 B R2/+1)
|—+4o0

|
|—+o00 r2l+1 r 2 R21+1 I 54
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e Hleddme maximum pres /

|77

e zjevné v nule ma ,WJ nulovou hodnotu
o v nekonednu spo&itdme limitu

im ‘Pﬂ = lim kR 2L PRt VA + 52 \V /2 +52 + 1 B R2/+1)
=400 r2H1 T 1 Sieo \ 1 12R2H+1 N

=0
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e Hleddme maximum pt¥es /
o zjevns v nule mé [52] nulovou b
zjevné v nule m3 571 nulovou hodnotu
o v nekonednu spo&itdme limitu

PP (RPN PRI VAR b 48 (54 1) (1 i)
I—too P2HL T 1 Steo \ r 2 R2I+1 N

=0
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[P7]

e Pro nalezeni maxima provddime odhad funkce 75 shora

Ll
241

r

<R>2’+1 NG+ 02\/1+ 62(1 + 1)2(R¥*1 — 1)

Filip HloZek (FJFI, CVUT) Spektrélni teorie pro metamaterialy 20.8.2015 25 /27



. , 1 P
e Pro nalezeni maxima provadime odhad funkce % shora

|Pl6| R 2/+1 /\/4—1—(52\/1—&—52(14—/)2(/?2/“ _1)
21—\ Na

o1 IC\/1+ 82(1 + [)2R?+1
=2 R2+1/T + 64/

r
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L

e Pro nalezeni maxima provddime odhad funkce 75 shora

= <R>2'+1 a1 T R(RA — 1)
r2/+1 \/7

- 11C\/1482(1 +1)2R¥H!

- 2 R21+1,/1 1 §4/4

_C144(1+))

ST 1t

r
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. . i Py
e Pro nalezeni maxima provadime odhad funkce L,’H‘ shora

PP <R>2’+1 IVa&+82\/1+62(1 + )2(R¥H: — 1)
r2l+1 r

< 11Cy/146%(1 +1)2R¥H!

- /2 R21+1,/1 1 §4/4

_C148(L+1) c _ ¢

T 1402P T 146822 T 14682

r
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Lk

e Pro nalezeni maxima provddime odhad funkce 75 shora

[P R\ IVE+ 02 /1+ 02(1 + N2(R2H1 — 1)
r2l+1 \/7
< 1/C\/1+82(1+)2R?+1
T RELIE 5T
_Ci+0a+n _ € C
STTLrer STRer S 1rog

r

e Provedeme-li nyni limitu § — 0, dostaneme né&jakou konstantu C, tedy
nedostali jsme +o00 a tedy nedochdzi k ALR.
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e Operatorovy p¥istup pomérné& novy

obdélniku pro € bez ¢

oy = [T e €= x (0.1
VOYIZN 21, (y) el =(-1,0)x (0, 1)

e Dalsi kroky: Zobecné&ni tohoto &lanku do vyssich dimenzi
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Dékuji za pozornost
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