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Kanonické soǔradnice
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Definice
Předpokládejme množinu symetríı

Γε : x s → x̂ s(x1, ..., xN ; ε), s = 1, ...,N ,

splňuj́ıćı následuj́ıćı podḿınky:
(L1) Γε je difeomorfismus
(L2) Γ0 je triviálńı symetrie
(L3) Γε je symetrie na nějakém okoĺı nuly
(L4) ΓεΓδ = Γδ+ε pro všechna δ, ε dostatečně bĺızko
u nuly
(L5) Každé x̂ s můžeme vyjáďrit jako Taylorovu řadu
v ε (v nějakém okoĺı nuly), tedy

x̂ s(x1, ..., xN ; ε) = x s + εξs(x1, ..., xN) + O(ε2),

s = 1, ...,N .

Pak množinu symetríı Γε označ́ıme Lieova grupa symetríı.
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analytických
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Př́ıklady transformaćı:

• škálováńı: (x̂ , ŷ) = (x , eεy)

• posunut́ı: (x̂ , ŷ) = (x + ε, y)

• inverze: (x̂ , ŷ) = ( x
1−εx ,

y
1−εx )

• rotace: (x̂ , ŷ) = (x cos ε− y sin ε, x sin ε + y cos ε)
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1. řádu
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Symetrie nejjednoduš̌śı ODR

Zkoumejme dy
dx

= 0 z hlediska symetríı.

Řešeńı y = c , c ∈ R.

Podḿınka symetrie je:

dy

dx
= 0⇒ dŷ

dx̂
= 0,

kde požadujeme invertibilitu, tj.

x̂x ŷy − x̂y ŷx 6= 0.
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Onďrej Mach

Hledáńı symetríı
ODR

Lieovy grupy
transformaćı
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Sestaveńı ODR podle
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Řešeńı y = c , c ∈ R.
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Transformované řešeńı bude ḿıt tvar

ŷ(x , c) = ĉ(c), ∀c ∈ R.

Derivujeme podle x

ŷx(x , c) = 0, ∀c ∈ R.

Pak z podḿınky invetribility budou všechny symetrie
tvaru

(x̂ , ŷ) = (f (x , y), g(y)), fx 6= 0, gy 6= 0.
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Onďrej Mach

Hledáńı symetríı
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Pomoćı chain rule uprav́ıme podḿınku symetrie na

dy

dx
= 0⇒ dŷ

dx̂
=

Dx ŷ

Dx x̂
=

ŷx + y ′ŷy
x̂x + y ′x̂y

=
ŷx
x̂x

= 0,

č́ımž opět dostáváme

(x̂ , ŷ) = (f (x , y), g(y)), fx 6= 0, gy 6= 0.
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hledáńı
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Podḿınka symetrie
pro ODR 1. řádu
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Uvažujme nyńı obecnou ODR 1. řádu

dy

dx
= ω(x , y).

Z podḿınky symetrie

dy

dx
= ω(x , y)⇒ dŷ

dx̂
= ω(x̂ , ŷ),

dostaneme po úpravě

dy

dx
= ω(x , y)⇒ ŷx + y ′ŷy

x̂x + y ′x̂y
= ω(x̂ , ŷ),

což je ekvivalentńı s

ŷx + ω(x , y)ŷy
x̂x + ω(x , y)x̂y

= ω(x̂ , ŷ).



Symetrie v ODR a
jejich užit́ı k
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analytických
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podḿınka pro ODR
1. řádu

Hledáńı řešeńı
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Daľśı jednoduchý p̌ŕıklad
Mějme rovnici

dy

dx
= y .

Pak podḿınka symetrie p̌recháźı v

ŷx + y ŷy
x̂x + y x̂y

= ŷ .

Zkusme naj́ıt symetrii tvaru

(x̂ , ŷ) = (x̂(x , y), y),

č́ımž dostaneme
y

x̂x + y x̂y
= y ⇒ x̂x + y x̂y = 1, x̂x 6= 0.

Nejjednoduš̌śı řešeńı takovéto rovnice je

(x̂ , ŷ) = (x + ε, y), ε ∈ R.
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Onďrej Mach
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Sestaveńı ODR podle
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= ŷ .

Zkusme naj́ıt symetrii tvaru
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1. řádu
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Podḿınka symetrie
pro ODR 1. řádu
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Symetrie homogenńı ODR 1.

řádu
Předpokládejme homogenńı ODR 1. řádu tvaru

ω1(x , y)y ′ = ω2(x , y),

kde ω1(x , y), ω2(x , y) jsou homogenńı funkce stejného
stupně.

Pro ω1(x , y) 6= 0 uprav́ıme rovnici na

y ′ =
ω2(x , y)

ω1(x , y)
ozn.
= ω(x , y),

kde ω(x , y) je homogenńı funkce 0. stupně.
Zkuśıme škálovaćı symetrii (x̂ , ŷ) = (eεx , eεy)
a dosad́ıme j́ı do podḿınky symetrie

0 + ω(x , y)eε

eε + ω(x , y)0
= ω(x̂ , ŷ) = ω(x , y).
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Hledáńı symetríı
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soǔradnice
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Odvozeńı linearizované

podḿınky symetrie

Nejďŕıve si rozeṕı̌seme x̂ , ŷ do Taylorova rozvoje
pro ε u nuly

x̂ = x + εξ(x , y) + O(ε2),

ŷ = y + εη(x , y) + O(ε2),

a dosazeńım do podḿınky symetrie dostaneme

ω(x , y) + ε(ηx + ω(x , y)ηy ) + O(ε2)

1 + ε(ξx + ω(x , y)ξy ) + O(ε2)
=

= ω(x + εξ(x , y) + O(ε2), y + εη(x , y) + O(ε2)).
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pro ε u nuly

x̂ = x + εξ(x , y) + O(ε2),
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řešeńı
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Hledáńı symetríı
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1. řádu

Hledáńı řešeńı
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ODR

Kanonické
soǔradnice
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ODR

Kanonické
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Symetrie rovnice typu

y ′ = ω( a1x+a2y+a3
b1x+b2y+b3

)

Zkuśıme hledat tečné pole tvaru

ξ(x , y) = c1x + c2y + c3,

η(x , y) = c4x + c5y + c6,

kde c1, c2, ..., c6 ∈ R jsou zat́ım neurčené konstanty.

Dosazeńım p̌redpokládaných tvar̊u ξ, η dostaneme

c4+(c5−c1)ω−c2ω
2 = (c1x+c2y+c3)ωx+(c4x+c5y+c6)ωy .
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řešeńı
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Pro zjednodušeńı polož́ıme c4 = 0, c5 = c1, c2 = 0
a dostaneme

0 = (c1x+c3)ω̇
a1(b1x + b2y + b3)− b1(a1x + 2y + a3)

(b1x + b2y + b3)2
+

+(c1y + c6)ω̇
a2(b1x + b2y + b3)− b2(a1x + a2y + a3)

(b1x + b2y + b3)2
.

Pro ω̇ ≡ 0 je rovnice separovatelná, jinak uprav́ıme na

0 = (c1x + c3)((a1b2 − a2b1)y + a1b3 − a3b1)+

(c1y + c6)((a2b1 − a1b2)x + a2b3 − a3b2).
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Porovnáńım členů u x , y v posledńı rovnici dostaneme
soustavu

c1(a1b3 − a3b1) + c6(a2b1 − a1b2) = 0

c3(a1b3 − a3b1) + c6(a2b3 − a3b2) = 0

c1(a2b3 − a3b2) + c3(a1b2 − a2b1) = 0,

kde je jedńım z možných řešeńı

c1 = a1b2 − a2b1

c3 = a3b2 − a2b3

c6 = a1b3 − a3b1.

Symetrii dané ODR nám tedy určuje tečné vektorové pole

ξ(x , y) = (a1b2 − a2b1)x + a3b2 − a2b3

η(x , y) = (a1b2 − a2b1)y + a1b3 − a3b1.
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hledáńı
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řešeńı
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1. řádu

Hledáńı řešeńı
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Symetrie lineárńı

diferenciálńı rovnice 1. řádu

Dosad́ıme y ′ = −F (x)y + G (x) do linearizované
podḿınky symetrie a dostaneme

ηx + (ηy − ξx)(−F (x)y +G (x))− ξy (−F (x)y +G (x))2 =

= ξ(−F ′(x)y + G ′(x))− ηF (x).

Pro zjednodušeńı rovnice zvoĺıme ξ(x , y) = 0,
ηy (x , y) = 0, č́ımž rovnice p̌rejde v

ηx + ηF (x) = 0,

voĺıme-li η = η(x), pak jako jedno z řešeńı dostaneme

η0(x) = e−
∫
F (x)dx .
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Hledáńı symetríı
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voĺıme-li η = η(x), pak jako jedno z řešeńı dostaneme
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1. řádu
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analytických
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ODR

Lieovy grupy
transformaćı
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Linearizovaná
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Vid́ıme, že η0 je homogenńım řešeńım dané LDR a
zároveň z tečného vektorového pole

(ξ, η) = (0, η0(x))

dostaneme po integraci

ξ =

(
dx̂

dε

)
ε=0

, η =

(
dŷ

dε

)
ε=0

a dosazeńı podḿınky ε = 0 symetrii dané rovnice

(x̂ , ŷ) = (x , y + η0(x)).



Symetrie v ODR a
jejich užit́ı k
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Symetrie konkrétńı Riccatiho

diferenciálńı rovnice
Mějme rovnici

dy

dx
=

y + 1

x
+

y 2

x3
.

Tečné vektorové pole budeme hledat ve tvaru

ξ = ξ(x), η = f (x)y ,

dosad́ıme je do linearizované podḿınky symetrie, č́ımž
dostaneme

f ′(x)y + (f (x)− ξ′(x))(
y + 1

x
+

y 2

x3
) =

= −ξ(x)

(
y + 1

x2
+ 3

y 2

x4

)
+ f (x)y

(
1

x
+

2y

x3

)
.
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Sestaveńı ODR podle
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Srovnáme-li v posledńı rovnici členy obsahuj́ıćı stejné
mocniny y , dostaneme po úpravách
pro y 2

xf (x) + xξ′(x)− 3ξ(x) = 0,

pro y 1

x2f ′(x)− xξ′(x) + ξ(x) = 0,

a pro y 0

xf (x)− xξ′(x) + ξ(x) = 0.

Řešeńım soustavy dostaneme

f (x) = Kx , ξ(x) = Kx2, kde K ∈ R.

Zvoĺıme-li za K = 1 dostaneme pro tečné pole

(ξ(x), η(x , y)) = (x2, xy).



Symetrie v ODR a
jejich užit́ı k
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Podḿınka symetrie
pro ODR 1. řádu
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řešeńı
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1. řádu

Hledáńı řešeńı
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Porovnáme členy podle mocnin y

fq − ξ′q − αf − ξq′ = 0,

ξ′p + ξp′ − f ′ = 0

Což řeš́ı dvojice

ξ = exp

(
−
∫
αp

q
+

q′

q
− p

)
, f = pξ.
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analytických
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Podḿınka symetrie pro ODR 1. řádu
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soǔradnice
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Symetrie zač́ınaj́ı pomáhat
Předpokládejme, že máme ODR 1. řádu s translačńı
symetríı tvaru

(x̂ , ŷ) = (x , y + ε), (1)

pak se nám podḿınka symetrie zredukuje do

ω(x , y) = ω(x , y + ε)

pro všechna ε na nějakém okoĺı nuly.
Derivaćı rovnice podle ε a dosazeńım ε = 0 dostaneme

0 = ωy (x , y).

Tedy ODR 1.̌rádu se symetríı (1) jsou tvaru

dy

dx
= ω(x),

řešeńım je pak

y =

∫
ω(x)dx + c , c ∈ R.
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řešeńı
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Onďrej Mach
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Podḿınka symetrie
pro ODR 1. řádu
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řešeńı
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symetríı tvaru
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řešeńı
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1. řádu
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dané symetrie

Můžeme tedy podobně řešit i ODR 1. řádu maj́ıćı jinou
1-parametrickou Lieovu grupu symetríı?

Ano, stač́ı transformovat soǔradnice na ”šikovné” (kde se
symetrie projev́ı jako translace) a dostáváme ekvivalentńı
řešitelnou rovnici.

Pro ilustraci si zvoĺıme rovnici

dy

dx
=

y 3 + x2y − y − x

xy 2 + x3 + y − x
, (2)

která má rotačńı symetrie

(x̂ , ŷ) = (x cos ε− y sin ε, x sin ε + y cos ε).

Přeṕı̌seme-li (2) do polarńıch soǔradnic (r ,Θ), kde

x = r cos Θ, y = r sin Θ,

dostaneme snadno řešitelnou rovnici

dr

dΘ
= r(1− r 2).
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Podḿınka symetrie
pro ODR 1. řádu
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1-parametrickou Lieovu grupu symetríı?
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Hledáńı symetríı
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1. řádu
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Onďrej Čajánek,
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soǔradnice
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1-parametrická Lieova grupa rotaćı p̌rejde v nových
soǔradnićı v grupu translaćı

(r̂ , Θ̂) = (r ,Θ + ε).

Na základě zjǐstěných symetríı, chceme tedy zavést nové
soǔradnice

(r , s) = (r(x , y), s(x , y)),

tak, že

(r̂ , ŝ) ≡ (r(x̂ , ŷ), s(x̂ , ŷ)) = (r , s + ε).

Pak je, v nových soǔradnićıch, tečný vektor v bodě (r , s)
roven (0, 1), tedy

dr̂

dε


ε=0

= 0,
dŝ

dε


ε=0

= 1.
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soǔradnićı v grupu translaćı
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Podḿınka symetrie
pro ODR 1. řádu
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(r̂ , Θ̂) = (r ,Θ + ε).
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ODR

Kanonické
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Použit́ım chain rule dostaneme soustavu

ξ(x , y)rx + η(x , y)ry = 0,

ξ(x , y)sx + η(x , y)sy = 1.

Z podḿınky na invertibilitu změny soǔradnic nav́ıc plyne
v nějakém okoĺı (x , y) podḿınka

rxsy − ry sx 6= 0.

Pak libovolný pár funkćı r(x , y), s(x , y) splňuj́ıćı takovéto
podḿınky nazveme kanonickými soǔradnicemi.
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Źıskáńı kanonických

soǔradnic
Aplikujeme-li na

ξ(x , y)sx + η(x , y)sy = 1,

metodu charakteristiky, dostaneme

dx

ξ(x , y)
=

dy

η(x , y)
= ds.

Prvńım integrálem rovnice

dy

dx
= f (x , y), (3)

je obecně nekonstantńı funkce Φ(x , y), která má
konstantńı hodnotu na každé ǩrivce řeš́ıćı (3).
Pak

Φx + f (x , y)Φy = 0, Φy 6= 0.
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podḿınka pro ODR
1. řádu
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Předpokládejme ξ(x , y) 6= 0, pak porovnáńım
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η(x , y)

ξ(x , y)
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Daľśı soǔradnici pak dopoč́ıtáme ze vzorce
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(∫
dx

ξ(x , y(r , x))

)
r=r(x ,y)

,

kde r považujeme za konstantu.
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kde r považujeme za konstantu.



Symetrie v ODR a
jejich užit́ı k
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Hledáńı symetríı
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1. řádu
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Obecné nalezeńı řešeńı ODR

1. řádu
Předpokládejme tedy, že jsme schopni nalézt symetrii
dané ODR.
Pak můžeme takovou rovnici p̌repsat do nových
soǔradnic vztahem

ds

dr
=

sx + ω(x , y)sy
rx + ω(x , y)ry

,

kam za (x , y) dosad́ıme z transformačńıch vztahů (r , s).

Pak nová rovnice bude tvaru
ds

dr
= Ω(r , s),

kde (r , s) jsou kanonické soǔradnice. Tedy daná ODR je
invariantńı v̊uči translaćım ve směru s:

(r̂ , ŝ) = (r , s + ε).
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řešeńı
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Podḿınka symetrie
pro ODR 1. řádu
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Jak jsme již ukázali rovnice se zjednoduš́ı na tvar

ds

dr
= Ω(r),

a řešeńım bude

s −
∫

Ω(r)dr = c , c ∈ R.

Původńı řešeńı pak dostaneme zpětnou transformaćı

s(x , y)−
∫ r(x ,y)

Ω(r)dr = c , c ∈ R.
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analytických
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Podḿınka symetrie
pro ODR 1. řádu
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Konkrétńı obecné p̌ŕıklady
Pro lineárńı diferenciálńı rovnici tvaru

y ′ + F (x)y = G (x),

již Ondra našel Lieovy symetrie

(x̂ , ŷ) = (x , y + εη0(x)),

kde η0(x) je řešeńım rovnice bez pravé strany.

Pak tečným vektorovým polem je

(ξ, η) = (0, η0(x)),

a jako kanonické soǔradnice dostaneme

(r , s) =

(
x ,

y

η0(x)

)
.
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řešeńı
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dané symetrie

Převodem LDR do nových soǔradnic dostaneme
equivalentńı rovnici

ds

dr
=

G (r)

η0(r)
,

a jako obecné řešeńı pak dostaneme

y

η0(x)
−
∫ x G (r)

η0(r)
dr = c , c ∈ R.
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hledáńı
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podḿınka pro ODR
1. řádu
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Homogenńı ODR 1. řádu
Podobně můžeme postupovat u homogenńıch rovnic

f ′ = ω(x , y),

které jsou invariantńı v̊uči škálováńı a tečné vektorové
pole maj́ı ve tvaru

(ξ, η) = (x , y).

Pak jako kanonické soǔradnice dostaneme

r =
y

x
, s = ln|x |,

a po transformaci źıskáme pro 1. kvadrant uprav́ıme
ODR na

ds

dr
=

1
x

+ 0

− y
x2 + ω(x , y) 1

x

.



Symetrie v ODR a
jejich užit́ı k
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Hledáńı symetríı
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a po transformaci źıskáme pro 1. kvadrant uprav́ıme
ODR na

ds

dr
=

1
x

+ 0

− y
x2 + ω(x , y) 1

x

.



Symetrie v ODR a
jejich užit́ı k
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Po dosazeńı x = es , y = res

ds

dr
=

r

ω(1, r)− r
.

s(x , y) =

∫ r(x ,y) r

ω(1, r)− r
+ c , c ∈ R.

Podobně bychom postupovali pro daľśı kvadranty.
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Sestaveńı ODR podle
dané symetrie

Rovnice tvaru

y ′ = ω( a1x+a2y+a3
b1x+b2y+b3

)

Tečné vektorové pole jsme našli ve tvaru

ξ(x , y) = c1x + c3 = (a1b2 − a2b1)x + a3b2 − a2b3,

η(x , y) = c1y + c6 = (a1b2 − a2b1)y + a1b3 − a3b1.

Dosad́ıme do rovnice

dy

dx
=
η(x , y)

ξ(x , y)
=

c1y + c6

c1x + c3
,

a jako kanonické soǔradnice dostaneme

r =
c1y + c6

c1x + c3
, s =

ln|c1x + c3|
c1

.
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analytických
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Onďrej Mach
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Podḿınka symetrie
pro ODR 1. řádu
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Pro x > −c3/c1 uprav́ıme ODR na

ds

dr
=

1
c1x+c3

−c1
c1y+c6

(c1x+c3)2 + c1

c1x+c3
ω
,

ds

dr
=

1

c1

1

ω − r
.

Přičemž argument funkce ω můžeme upravit na

a1x + a2y + a3

b1x + b2y + b3
=

a1 + a2r

b1 + b2r
.

Nakonec źıskáme

s(x , y) =

∫ r(x ,y) 1

c1

1

ω( a1+a2r
b1+b2r

)− r
+ c , c ∈ R.
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Podḿınka symetrie
pro ODR 1. řádu
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1. řádu
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Riccatiho rovnice

Pro rovnici
dy

dx
=

y + 1

x
+

y 2

x3
,

s tečným vektorovým polem (ξ, η) = (x2, xy)
dostaneme kanonické soǔradnice

r =
y

x
, s = −1

x
.

Po transformaci źıskáme

ds

dr
=

1
x2

− y
x2 + 1

x

(
y+1
x

+ y2

x3

)
ds

dr
=

1

1 + r 2
,

−1

x
= acrtg

(y
x

)
+ c , c ∈ R.
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Riccatiho rovnice
Pro rovnici

dy

dx
=

y + 1

x
+

y 2

x3
,

s tečným vektorovým polem (ξ, η) = (x2, xy)
dostaneme kanonické soǔradnice

r =
y

x
, s = −1

x
.

Po transformaci źıskáme

ds

dr
=

1
x2

− y
x2 + 1

x

(
y+1
x

+ y2

x3

)
ds

dr
=

1

1 + r 2
,

−1

x
= acrtg

(y
x

)
+ c , c ∈ R.
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podḿınka pro ODR
1. řádu
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soǔradnice
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Řešeńım původńı Riccatiho rovnice je

y = xtg

(
c − 1

x

)
, c ∈ R.
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Sestaveńı ODR podle dané

symetrie

Opačným p̌ŕıstupem můžeme clasifikovat všechny
ODR 1. řádu, které jsou invariantńı v̊uči p̌redem zvolené
symetrii. Zvolená Lieova grupa symetríı nám tedy urč́ı
kanonické soǔradnice r(x , y), s(x , y) a z

sx + ωsy
rx + ωry

= Ω(r),

dostaneme

y ′ = −sx(x , y)− Ω(r(x , y))rx(x , y)

sy (x , y)− Ω(r(x , y))ry (x , y)
,

kde Ω je libovolná hladká funkce.
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Př́ıklad vytvǒreńı ODR 1.

řádu

Zvoĺıme si nap̌r. druh škálováńı (ξ, η) = (x ,−y), pak

r =
y

x
, s = ln|x |,

y ′ = −
1
x

+ Ω
(

x
y

)
1
x

0− Ω
(
y
x

)
1
y

,

y ′ =
y + Ω

(
x
y

)
y

Ω
(

x
y

)
x

.

kde Ω je libovolná hladká funkce.
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