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Klasická náhodná procházka
Přechod od klasické procházky ke kvantové procházce

Klasická procházka je náhodný proces, p̌ri kterém se chodec
pohybuje po určitém typu grafu.

V jednorozměrném p̌ŕıpadě se distribuce pravděpodobnosti
bĺıž́ı s rostoućım počtem krok̊u k normálńımu rozděleńı.

Vyvážená procházka = pravděpodobnost kroku doleva i
doprava je rovna 1

2
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Přechod od klasické procházky ke kvantové procházce
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Obrázek: Rozděleńı pravděpodobnosti pro vyváženou procházku po 100
kroćıch.
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Obrázek: Rozděleńı pravděpodobnosti pro procházku s pravděpodobnost́ı
3
4 pro krok doprava po 100 kroćıch.
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Klasická náhodná procházka
Přechod od klasické procházky ke kvantové procházce

Diskrétńı p̌ŕımce p̌rǐrad́ıme Hilbert̊uv prostor Hp s
ortonormálńı báźı {|i〉 : i ∈ Z}.

Primitivńı p̌ŕıstup nefunguje, neńı unitárńı

|0〉 → 1√
2
| − 1〉+

1√
2
|1〉 → 1

2
| − 2〉+ |0〉+

1

2
|2〉

Přidáme daľśı stupeň volnosti, který udává směr, Hc s báźı
{| ←〉, | →〉}. Výsledný prostor má tvar H = Hc ⊗Hp.
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Kvantová procházka
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Klasická náhodná procházka
Přechod od klasické procházky ke kvantové procházce

Na tomto prostoru zavedeme posunovaćı operátor Ŝ , který
bude provádět krok procházky, následovně

Ŝ = | →〉〈→ | ⊗
∑
i

|i + 1〉〈i |+ | ←〉〈← | ⊗
∑
i

|i − 1〉〈i |

Pro netriviálńı procházku p̌ridáme takzvaný hod minćı,
tj. aplikace operátoru na prostor směr̊u.

Jedńım z často použ́ıvaných operátor̊u je Hadamardova mince

Ĉ =
1√
2

(| →〉+ | ←〉) 〈→ |+ 1√
2

(| →〉 − | ←〉) 〈← |
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Obsah
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Obsah
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Ĉ =
1√
2

(| →〉+ | ←〉) 〈→ |+ 1√
2

(| →〉 − | ←〉) 〈← |
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Obsah
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Přechod od klasické procházky ke kvantové procházce

Výsledný krok procházky má tvar Û = Ŝ
(
Ĉ ⊗ Î

)

Pokud bychom po každém kroku (aplikaci Û) provedli mě̌reńı
na prostoru směr̊u dostali bychom rozděleńı pravděpodobnosti
pro klasickou procházku.

Pokud ale mě̌reńı neprovád́ıme, zažne se objevovat
interference a procházka se od té klasické začne lǐsit
už od 3. kroku.
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interference a procházka se od té klasické začne lǐsit
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Obsah
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interference a procházka se od té klasické začne lǐsit
už od 3. kroku.
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Začneme se stavem | →〉 ⊗ |0〉 a aplikujeme ťrikrát Û

Û3 (| →〉 ⊗ |0〉) = Û2

(
1√
2
| →〉 ⊗ |1〉+

1√
2
| ←〉 ⊗ | − 1〉

)
=

= Û

(
1

2
| →〉 ⊗ |2〉+

1

2
(| →〉+ | ←〉)⊗ |0〉 − 1

2
| ←〉 ⊗ | − 2〉

)
=

=
1

2
√

2
| →〉 ⊗ |3〉+

1

2
√

2
(2| →〉+ | ←〉)⊗ |1〉

− 1

2
√

2
| →〉 ⊗ | − 1〉+

1

2
√

2
| ←〉 ⊗ | − 3〉
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Obrázek: Rozděleńı pravděpodobnosti pro procházku s počátečńım
stavem | →〉 ⊗ |0〉 po 100 kroćıch.

S. Skoupý Kvantové procházky a kvantové vyhledávaćı algoritmy
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Obrázek: Rozděleńı pravděpodobnosti pro procházku s počátečńım
stavem 1√

2
(| →〉+ i | ←〉)⊗ |0〉 po 100 kroćıch.
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Obsah
Kvantová procházka
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Diskrétńı kvantovou procházka je možné zobecnit na
d-regulárńı grafy, což jsou grafy, kde z každého vrcholu
vycháźı d hran.

Báze p̌ŕıslušného Hilbertova prostoru je
{|i〉 ⊗ |v〉 : v ∈ G , i ∈ 1 . . . d}.
Posunovaćı operátor má tvar Ŝ |i〉 ⊗ |v〉 = |i〉 ⊗ |w〉, kde
vrchol v a w jsou spojeny hranou označenou i .

Operátor kroku je Û = Ŝ ·
∑
v∈G

Ĉv ⊗ |v〉〈v |, protože obecně

může být v každém vrcholu jiná mince.
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vycháźı d hran.
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Grover̊uv vyhledávaćı algoritmus
Vyhledávaćı algoritmu založený na kvantové procházce

V kvantovém poč́ıtáńı se použ́ıvá pojem qubit, což je
kvantový ekvivalent klasického bitu.

Hilbert̊uv prostor jednoho qubitu má bázi {|0〉, |1〉}. Tento
prostor je izomorfńı C2.

Hilbert̊uv prostor kvantového registru dostaneme jako
tenzorový součin prostor̊u odpov́ıdaj́ıćım jednotlivým qubit̊um.
Pro zjednodušeńı značeńı budeme použ́ıvat |i〉 ⊗ |j〉 = |ij〉.
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prostor je izomorfńı C2.
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Grover̊uv algoritmus

Kvantový algoritmus určený pro vyhledáváńı prvku v
nesěrazené databázi.

Oproti klasickému algoritmu se složitost́ı O
(
N
2

)
má Grover̊uv

algoritmus složitost O
(√

N
)
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Předpokládejme, že máme kvantový registr s n qubity.
Hilbert̊uv prostor tohoto registru má bázi
{|i1i2 . . . in〉; ik ∈ {0, 1}}, která má N = 2n prvk̊u.

Prvky této báze p̌reznač́ıme |1〉, |2〉, . . . , |N〉.
Necht’ dále existuje unikátńı stav, který označ́ıme |m〉 a který
splňuje podḿınku P (|m〉) = 1 a ostatńı stavy splňuj́ı
P (|i〉) = 0 pro i 6= m.
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Grover̊uv vyhledávaćı algoritmus
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1. Uvedeme registr do stavu

|ϕ0〉 =
N∑
i=1

1√
N
|i〉.

.
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2. Opakujeme následuj́ıćı operace O(
√
N)-krát

Rotujeme fázi |i〉 o π pokud P(|i〉) = 1. Pokud P(|i〉) = 0,
ponecháme fázi nezměněnou. To lze provést aplikaćı operátoru
Î − 2|m〉〈m|.

Aplikujme difuzńı operátor D̂, který je definován pomoćı
matice D = (Dij) takto:

〈i |D̂|j〉 = Dij =
2

N
pokud i 6= j a 〈i |D̂|i〉 = Dii = −1 +

2

N
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3. Změ̌ŕıme výsledný stav. S pravděpodobnost́ı věťśı než 0, 5
namě̌ŕıme stav |m〉.
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Kvantová procházka
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Ukážeme, že Grover̊uv algoritmus funguje

Zavedeme vektor |ϕ1〉 =
√
N√

N−1
|m〉 − 1√

N−1
|ϕ0〉

Potom lze ukázat, že vektory |ω±〉 = 1√
2

(|ϕ0〉 ± i |ϕ1〉) jsou

vlastńımi vektory operátoru D̂
(
Î − 2|m〉〈m|

)
s vlastńımi č́ısly

e±iω, kde pro ω plat́ı vztahy sin(ω) = 2
√
N−1
N a

cos(ω) = 1− 2
N .
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Vektory |ϕ0〉 a |ϕ1〉 se daj́ı vyjáďrit pomoćı vektor̊u |ω±〉

|ϕ0〉 =
1√
2

(|ω+〉+ |ω−〉) , |ϕ1〉 =
−i√

2
(|ω+〉 − |ω−〉)

Aplikujeme t-krát operátor D̂
(
Î − 2|m〉〈m|

)
na počátečńı

stav |ϕ0〉[
D̂
(
Î − 2|Sm〉〈Sm|

)]t
|ϕ0〉 =

1√
2

(
e iωt |ω+〉+ e−iωt |ω−〉

)
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Pokud zvoĺıme t tak, aby tω = π
2 , potom dostaneme

vektor |ϕ1〉.

Protože plat́ı ω ∼ 1√
N

, dostaneme odhad krok̊u t = O
(√

N
)

.

Lze ukázat, že kvantové vyhledávaćı algoritmy poťrebuj́ı

nejméně Ω
(√

N
)

krok̊u.

To znamená, že Grover̊uv vyhledávaćı algoritmu je optimálńı.

V́ıce informaćı o tomto algoritmu můžete naj́ıt v článku
L. Grover: A fast quantum mechanical algorithm for database
search (1996), arXiv:quant-ph/9605043
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Obrázek: Vývoj pravděpodobnosti namě̌reńı označeného stavu pro 1024
položek.
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Obsah
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Vyhledávaćı algoritmu založený na kvantové procházce pro hledáńı
na hyperkrychli

Hyperkrychle je krychle v n-dimenzionálńım prostoru s
jednotkovou hranou.

Každému vrcholu p̌rǐrad́ıme řetězec ~a tvǒrený 0 a 1
odpov́ıdaj́ıćı jeho soǔradnićım.

Celkový Hilbert̊uv prostor je H = Hn ⊗H2n .

Založeno na článku: N. Shenvi, J. Kempe, K. B. Whaley: A
quantum random walk search algorithm, Phys. Rev. A 67,
052307 (2003)
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na hyperkrychli

Hyperkrychle je krychle v n-dimenzionálńım prostoru s
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jednotkovou hranou.
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Kvantová procházka

Vyhledávaćı algoritmy
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Posunovaćı operátor má tvar

Ŝ =
n∑

d=1

∑
~a

|d , ~ad〉〈d , ~a|.

Minci zvoĺıme následovně

Ĉ0 = −Î + 2|sC 〉〈sC |, kde |sC 〉 =
1√
n

n∑
d=1

|d〉.

Evolučńı operátor kvantové procházky je Û = Ŝ
(
Ĉ0 ⊗ Î

)
.
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Kvantová procházka
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Chceme použ́ıt algoritmus na nalezeńı jednoho určitého stavu.
D́ıky velké symetrii hyperkrychle můžeme p̌redpokládat, že
tento stav odpov́ıdá |0〉.

Algoritmus použ́ıvá operátor kroku následuj́ıćıho tvaru

Û ′ = Û − 2Ŝ(|sC 〉〈sC | ⊗ |0〉〈0|)
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Algoritmus se skládá z následuj́ıćıch krok̊u:

1 Uvedeme system do počátečńıho stavu

|ϕ0〉 =
n∑

d=1

2n−1∑
a=0

1√
n2n
|d , ~a〉,

2 Aplikujeme operátor Û ′ t =
⌊
π
2

√
N
⌋

-krát.

3 Namě̌ŕıme výsledný stav. S pravděpodobnost́ı 1
2 − O

(
1
n

)
namě̌ŕıme stav |0〉.
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Při vyšeťrováńı algoritmu se postupuje následovně

D́ıky velké symetrii hyperkrychle a vlastnostem operátoru Û ′

se ukáže, že algoritmus lze p̌revést na nevyváženou procházku
na 2n-dimenzionálńı diskrétńı p̌ŕımce.

Ukáže se, že vektor |ϕ0〉 je aproximovaným vlastńım vektorem
Û ′ s vlastńım č́ıslem 1. Pak se najde stav |ϕ1〉, který je také
aproximovaným vlastńım vektorem Û ′ s vlastńım č́ıslem 1.
Také se ukáže, že pravděpodobnost namě̌reńı označeného
vektoru, když je systém ve stavu |ϕ1〉, je 1

2 − O
(

1
n

)
.
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Obsah
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Ukáže se, že vektory |ϕ0〉 a |ϕ1〉 se daj́ı zapsat jako p̌ribližná
lineárńı kombinace dvou vlastńıch vektor̊u Û ′ s komplexně
sdruženými vlastńımi č́ısly, které jsou velmi bĺızku jedničce.

Operátor Û ′ pak v daném algoritmu působ́ı jako p̌ribližná
rotace mezi stavy |ϕ0〉 a |ϕ1〉.
Počet krok̊u, které algoritmus poťrebuje k nalezeńı
označeného prvku, je nep̌ŕımo úměrný úhlu rotace.
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označeného prvku, je nep̌ŕımo úměrný úhlu rotace.
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Obrázek: Vývoj pravděpodobnosti namě̌reńı označeného stavu pro
hyperkrychli o dimenzi 7.
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Vyhledávaćı algoritmy

Grover̊uv vyhledávaćı algoritmus
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Porovnáńı Groverova algoritmu a algoritmu pro hyperkrychli
založeného na kvantových procházkách.

Oba algoritmy maj́ı stejnou složitost O
(√

N
)

a oba zač́ınaj́ı

se superpozićı všech bazických stav̊u systému.

Na rozd́ıl od Groverova algoritmu, který se dá reprezentovat
jako rotace v 2-dimenzionálńım systému, v procházkovém
algoritmu je to pouze aproximovaná rotace. V prvńım p̌ŕıpadě
je prostor rotace tvǒren počátečńım a označeným stavem
zat́ımco ve druhém p̌ŕıpadě má druhý vektor, který tvǒŕı
prostor rotace, pouze velký p̌rekryv s označeným stavem.

Daľśı rozd́ıl je v použit́ı difuzńıho operátoru. Grover̊uv
algoritmus ho použ́ıvá na celém N-dimenzionálńım prostoru,
zat́ımco procházkový algoritmus ho použ́ıvá pouze na
n-dimenzionálńım podprostoru. Tohoto lze využ́ıt p̌ri r̊uzných
typech fyzikálńı implementace.
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typech fyzikálńı implementace.
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Obsah
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Vyhledávaćı algoritmy

Grover̊uv vyhledávaćı algoritmus
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Děkuji za pozornost.
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