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Vlastnosti hermitovských matic

Necht’ A ∈ Cn,n je hermitovská matice, pak má následuj́ıćı vlastnosti:

σ(A) ⊂ R ⇒ lze sěradit vlastńı č́ısla λ1 ≤ · · · ≤ λn

vlastńı vektory p̌ŕıslušné r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou ortogonálńı

existuje ortonormálńı báze Cn složená z vlastńıch vektor̊u
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Rayleigh

Věta (Rayleigh)

Necht’ A ∈ Cn,n je hermitovská matice s vlastńımi č́ısly λ1 ≤ · · · ≤ λn.
Necht’ i1, · · · , ik jsou p̌rirozená č́ısla, pro která plat́ı 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n.
Necht’ dále xi1 , · · · , xik jsou ortonormálńı vektory, pro které plat́ı
Axip = λipxip pro každé p = 1, · · · , k a S = [xi1 , · · · , xik ]λ. Potom plat́ı

1 λi1 = min
{x∈S|x 6=0}

x∗Ax

x∗x
= min
{x∈S|‖x‖=1}

x∗Ax ≤ max
{x∈S |‖x‖=1}

x∗Ax =

max
{x∈S|x 6=0}

x∗Ax

x∗x
= λik

2 λi1 ≤ x∗Ax ≤ λik pro každý jednotkový vektor x ∈ S s rovnost́ı na
pravé resp. levé straně pravě tehdy, když Ax = λik x resp. Ax = λi1x
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Rayleigh

Důkaz.

Necht’ x je jednotkový vektor z S , x =
k∑

j=1
αjxij

1 = x∗x =
k∑

p,q=1
αpαqx∗ipxiq = |α1|2 + · · ·+ |αk |2

x∗Ax = (α1xi1 + · · ·+ αkxik)∗(α1Axi1 + · · ·+ αkAxik) =
(α1xi1 + · · ·+αkxik)∗(α1λi1xi1 + · · ·+αkλik xik) = |α1|2λi1 + · · ·+ |αk |2λik
x∗Ax je konvexńı kombinace λi1 , · · · , λik ⇒ λi1 ≤ x∗Ax ≤ λik
|α1|2λi1 + · · ·+ |αk |2λik = λik ⇔ αp = 0 kdykoliv
λip 6= λik ⇔ x =

∑
{p|λip=λik }

αPxip ⇔ x je vlastńı vektor p̌ŕıslušný λik
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x∗Ax je konvexńı kombinace λi1 , · · · , λik ⇒ λi1 ≤ x∗Ax ≤ λik
|α1|2λi1 + · · ·+ |αk |2λik = λik ⇔ αp = 0 kdykoliv
λip 6= λik ⇔ x =

∑
{p|λip=λik }
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Vojtěch Šḿıd (FJFI ČVUT) Princip minimaxu a aplikace 5 / 16



Rayleigh
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k∑

j=1
αjxij

1 = x∗x =
k∑

p,q=1
αpαqx∗ipxiq = |α1|2 + · · ·+ |αk |2

x∗Ax = (α1xi1 + · · ·+ αkxik)∗(α1Axi1 + · · ·+ αkAxik) =
(α1xi1 + · · ·+αkxik)∗(α1λi1xi1 + · · ·+αkλik xik) = |α1|2λi1 + · · ·+ |αk |2λik
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Princip minimaxu

Lemma (1)

Necht’ S1, · · · ,Sk jsou podprostory Cn. Pokud
δ = dim S1 + · · ·+ dim Sk + (k − 1)n ≥ 1, pak existuj́ı ortonormálńı
vektory x1, · · · , xδ takové, že x1, · · · , xδ ∈ Si pro každé i = 1, · · · , k, tedy
S1 ∩ · · · ∩ Sk obsahuje alespoň jeden jednotkový vektor.

Důkaz.

dim(S1∩S2) = dim S1+dim S2−dim(S1+S2) ≥ dim S1+dim S2−n = δ ≥ 1
Matematickou indukćı:
dim(S1 ∩ · · · ∩ Sk) = dim S1 + · · ·+ dim Sk − (k − 1)n = δ ≥ 1
Za vektory x1, · · · , xδ lze zvolit libovolných δ členů ortonormálńı báze
S1 ∩ · · · ∩ Sk
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Princip minimaxu

Lemma (2)

Necht’ f je omezená reálná funkce na množině S. Necht’ dále S1 a S2 jsou
množiny takové, že S1 6= ∅ a S1 ⊂ S2 ⊂ S. Potom
max
x∈S2

f (x) ≥ max
x∈S1

f (x) ≥ min
x∈S1

f (x) ≥ min
x∈S2

f (x).

Lemma (3)

Necht A ∈ Cn,n je hermitovská matice s vlastńımi č́ısly
λ1(A) ≤ · · · ≤ λn(A). Potom vlastńı č́ısla matice −A jsou sěrazena
−λn(A) ≤ · · · ≤ −λ1(A) neboli λk(−A) = −λn−k+1(A), k = 1, · · · , n.
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Princip minimaxu

Věta (Courant-Fischer)

Necht’ A ∈ Cn,n je hermitovská matice s vlastńımi č́ısly λ1 ≤ · · · ≤ λn.
Necht’ dále k = 1, · · · , n a S znač́ı podprostor Cn. Potom

λk = min
{S| dimS=k}

max
{x∈S |x 6=0}

x∗Ax

x∗x

a

λk = max
{S | dimS=n−k+1}

min
{x∈S |x 6=0}

x∗Ax

x∗x
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Důkaz

Necht’ vlastńı vektory x1, · · · , xn ∈ Cn tvǒŕı ortonormálńı bázi Cn, S je
libovolný podprostor s dimenźı k , S ′ = [xk , · · · , xn]λ.

dim S + dim S ′ − n = k + n − k + 1− n = 1⇒ ∃x ∈ S ∩ S ′, x 6= 0

max
{x∈S |x 6=0}

x∗Ax

x∗x
≥ max
{x∈S∩S ′|x 6=0}

x∗Ax

x∗x
≥ min
{x∈S∩S ′|x 6=0}

x∗Ax

x∗x
≥

min
{x∈S ′|x 6=0}

x∗Ax

x∗x
= λk

min
{S | dimS=k}

max
{x∈S |x 6=0}

x∗Ax

x∗x
≥ λk

Zvoĺım S = [x1, · · · , xk ]λ ,
x∗kAxk
x∗k xk

= λk ⇒ min
{S| dimS=k}

max
{x∈S|x 6=0}

x∗Ax

x∗x
= λk
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Vojtěch Šḿıd (FJFI ČVUT) Princip minimaxu a aplikace 9 / 16
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Vojtěch Šḿıd (FJFI ČVUT) Princip minimaxu a aplikace 9 / 16
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libovolný podprostor s dimenźı k , S ′ = [xk , · · · , xn]λ.
dim S + dim S ′ − n = k + n − k + 1− n = 1⇒ ∃x ∈ S ∩ S ′, x 6= 0

max
{x∈S |x 6=0}

x∗Ax

x∗x
≥ max
{x∈S∩S ′|x 6=0}

x∗Ax

x∗x
≥ min
{x∈S∩S ′|x 6=0}

x∗Ax

x∗x
≥

min
{x∈S ′|x 6=0}

x∗Ax

x∗x

= λk

min
{S | dimS=k}

max
{x∈S |x 6=0}

x∗Ax

x∗x
≥ λk
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Princip minimaxu

Důkaz.

−λk = min
{S | dimS=n−k+1}

max
{x∈S |x 6=0}

x∗(−A)x

x∗x

= min
{S | dimS=n−k+1}

max
{x∈S |x 6=0}

(−x∗Ax

x∗x
)

= min
{S | dimS=n−k+1}

(− min
{x∈S |x 6=0}

x∗Ax

x∗x
)

= −( max
{S| dimS=n−k+1}

min
{x∈S |x 6=0}

x∗Ax

x∗x
)
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Weyl

Věta (Weyl)

Necht’ A,B ∈ Cn jsou hermitovské matice, {µi}ni=1 vlastńı č́ısla p̌ŕıslušná
A, {νi}ni=1 vlastńı č́ısla p̌ŕıslušná B a {λi}ni=1 vlastńı č́ısla p̌ŕıslušná A + B.
Potom

λi ≤ µi+j + νn−j , j = 0, 1, · · · , n − i pro každé i = 1, · · · , n.

Rovnost nastává právě tehdy, když pro pár i,j existuje nenulový vektor x
tak, že Ax = µi+jx, Bx = νn−jx a (A + B)x = λix.

Dále také

µi−j+1 + νj ≥ λi , j = 1, · · · , i pro každé i = 1, · · · , n.

Rovnost nastává právě tehdy, když pro pár i, j existuje nenulový vektor x
tak, že Ax = µi−j+1x, Bx = νjx a (A + B)x = λix.
Pokud A a B nemaj́ı žádná společná vlastńı č́ısla, obě nerovnosti jsou ostré.
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Weyl

Důkaz.

Necht’ x1, · · · , xn, y1, · · · , yn a z1, · · · , zn jsou ortonormálńı vlastńı vektory
matic A,B a A + B tak, že plat́ı Axi = µixi ,Byi = νiyi , (A + B)zi = λizi
pro i = 1, · · · , n

Necht’ S1 = [x1, · · · , xi+j ]λ, S2 = [y1, · · · , yn−j ]λ a S3 = [zi , · · · , zn]λ pro
dané i = 1, · · · , n a j = 0, 1, · · · , n − j
dim S1 + dim S2 + dim S3 − 2n = i + j + n − j + n − i + 1− 2n = 1
λi (A + B) ≤ x∗(A + B)x = x∗Ax + x∗Bx ≤ µi+j + νn−j
−λn−i+1(A + B) = λi (−A− B) ≤ µi+j(−A) + νn−j(−B) =
−µn−i−j+1(A)− νj+1(B)
Po p̌reznačeńı i ′ = n − i + 1, j ′ = j + 1
λi ′ ≥ µ′−j ′+1 + νj ′
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Po p̌reznačeńı i ′ = n − i + 1, j ′ = j + 1
λi ′ ≥ µ′−j ′+1 + νj ′
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dim S1 + dim S2 + dim S3 − 2n = i + j + n − j + n − i + 1− 2n = 1
λi (A + B) ≤ x∗(A + B)x = x∗Ax + x∗Bx ≤ µi+j + νn−j
−λn−i+1(A + B) = λi (−A− B) ≤ µi+j(−A) + νn−j(−B) =
−µn−i−j+1(A)− νj+1(B)
Po p̌reznačeńı i ′ = n − i + 1, j ′ = j + 1
λi ′ ≥ µ′−j ′+1 + νj ′
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Důsledek

Důsledek

Necht’ A,B ∈ Cn jsou hermitovské matice, {µi}ni=1 vlastńı č́ısla p̌ŕıslušná A
a {λi}ni=1 vlastńı č́ısla p̌ŕıslušná A + B. Necht’ B má p̌resně π kladných a
p̌resně % záporných vlastńıch č́ısel. Potom

λi ≤ µi+j , i = 1, · · · , n − π.

Rovnost nastává pro nějaké i právě tehdy, když B je singulárńı a existuje
nenulový vektor x takový, že Ax = µi+πx, Bx = 0 a (A + B)x = λix
Dále také

µi−% ≤ λi , i = %, · · · , n.

Rovnost nastává pro nějaké i právě tehdy, když B je singulárńı a existuje
nenulový vektor x takový, že Ax = µi−%x, Bx = 0 a (A + B)x = λix.
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Důkaz.

Polož́ıme-li ve Weylově větě j = π, źıskáme

λi ≤ µi+π + νn−π

≤ µi+π

νn−π ≤ 0

Rovnost nastává právě tehdy, když je B singulárńı.
Druhou nerovnost źıskáme dosazeńım j = %+ 1
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Princip monotonicity

Věta (Princip monotonicity)

A,B ∈ Cn jsou hermitovské matice, {µi}ni=1 vlastńı č́ısla p̌ŕıslušná A a
{λi}ni=1 vlastńı č́ısla p̌ŕıslušná A + B a B je pozitivně semidefinitńı. Potom

µi ≤ λi , i = 1, · · · , n.

Rovnost nastává pro nějaké i právě tehdy, když B je singulárńı a existuje
nenulový vektor x takový, že Ax = µix, Bx = 0 a (A + B)x = λix. Pokud
je B pozitivně definitńı, potom

µi < λi , i = 1, · · · , n.
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