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I@ Realizace Lieovy algebry

m Realizace Lieovy algebry g na varieté M je homomorfismus
R:g — Vect M

m Pr.: Algebru g, [e1, ex] = e realizuji vektorova pole v roviné

R(61> = 01, R(ez) = 1101 + Os.
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I% Realizace Lieovy algebry

m Realizace Lieovy algebry g na varieté M je homomorfismus
R:g — Vect M

m Pr.: Algebru g, [e1, ex] = e realizuji vektorova pole v roviné

R(61> = 01, R(€2) = 1101 + Os.

m Prostd realizace se nazyva vérna

®m Budeme uvazovat lokalni realizace, tj. M := U okoli nuly v R™



I@ Klasifikacni aloha

m Realizace Ry:g — Vect M7 a Ry: g — Vect M, jsou A-ekvivalentni, pro
A CC Autg, existuje-li « € A a &: My — M, difeomorfismus tak, ze

Ry(afa)) = P Ri1(a) Va € g.
RozliSujeme dva specialni pripady
A = {id} silna ekvivalence,

A=Autg slaba ekvivalence.
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I@ Klasifikacni aloha

m Realizace Ry1:g — Vect M7 a Ry: g — Vect M, jsou A-ekvivalentni, pro
A CC Autg, existuje-li a € A a &: My — M, difeomorfismus tak, ze

Ry(a(a)) = ,Ry1(a) Va € g.
RozliSujeme dva specialni pfipady
A = {id} silna ekvivalence,

A=Autg slaba ekvivalence.

m Najiti vSech realizaci primou cestou vyzaduje reSeni komplikovanych
parcialnich diferencialnich rovnic

m Byly klasifikovany realizace vSech Lieovych algeber do dimenze étyri*

® Realizace R: g — U, kde U je okoli nuly v R™ je tranzitivni, je-li
{R(a)y | a € g} =ToM.

* Popovych, Boyko, Nesterenko, Lutfullin, J. Phys. A: Math. Gen. 2003




I%é Realizace a akce

m Pro Lieovu algebru g existuje az na izomorfismus jedinecna lokalni Lieova
grupa GG

m Prava akce Lieovy grupy G na varieté M ur€uje na M realizaci g pomoci

fundamentalnich vektorovych poli
d

ta
ar—» —p-e
dtp t=0

m Libovolnou realizaci lze naopak zintegrovat v akci lokalni grupy
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m ,Stejné" akce odpovidaji ,,stejnym* realizacim

® Akce 7V a 7@ grup G1 a G na My a M, nazveme  podobné,
existuje-li difeomorfismus ®: M; — M, a izomorfismus
0: G1 — G spliujici

oM (p, g)) = 7@ (@(p), $(g))-
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m ,Stejné" akce odpovidaji ,,stejnym* realizacim

® Akce 7V a 7@ grup GG1 a G na My a M, nazveme A-podobné,
A CC Aut g, existuje-li difeomorfismus ®: My — M, a izomorfismus

¢:G1 — Go, do € A splnujici
O (p, 9)) = 7 (D(p), 6(9))-
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I%é Realizace a akce

m ,Stejné" akce odpovidaji ,,stejnym* realizacim

® Akce 7V a 7@ grup GG1 a G na My a M, nazveme A-podobné,
A CC Aut g, existuje-li difeomorfismus ®: My — M, a izomorfismus
¢:G1 — Go, do € A splnujici

oM (p, ) = 7@ (@(p), $(g))-

m Realizace jsou A-ekvivalentni, pravé kdyz jsou prislusné akce A-podobné

m Realizace je vérna, pravé kdyz je prislusnad akce efektivni
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I% Tranzitivni realizace

m Realizace je tranzitivni, pravé kdyz je prislusna akce tranzitivni

m Kazda tranzitivni akce G na M je izomorfni pravému nasobeni G na
Gy \G={Gyg|g€G}

m Tranzitivni akce GG jsou tedy az na izomorfismus uréeny podgrupou
H CC G hrajici roli stabilizatoru

m Tranzitivni realizace g jsou tedy uréeny podalgebrou h CC g

m Tranzitivni realizace prislusné A-konjugovanym podalgebram jsou
A-ekvivalentni

m Tranzitivni realizace je vérnd, pravé kdyz prislusnd podalgebra neobsahuje
netrivialni idedl g



I@ Konstrukce tranzitivnich realizaci®

m Volbé h = {0}, tj. H = E odpovida pravé nasobeni na E'\ G = G, které
je generovano levoinvariantnimi vektorovymi poli. Prislusna realizace se
nazyva genericka

m DalSi realizace se dostanou restrikci generické na podvarietu H \ G.

* Magazev, Mikheyev, Shirokov, SIGMA 2015



I%é Konstrukce tranzitivnich realizaci®

®m Volbé h = {0}, tj. H = E odpovida pravé nasobeni na E'\ G = G, které
je generovano levoinvariantnimi vektorovymi poli. Prislusna realizace se
nazyva genericka

m Dalsi realizace se dostanou restrikci generické na podvarietu H \ G.

®m Budeme pracovat v druhych kanonickych souradnicich

1 n

gxl,.. an — e" ...e” ena
e1,...,6€, je baze g
m Zvolime-li e, ..., e, ,, bazi b a doplnime vektory e, _,,11,...,€, na bazi
g, budou soutadnice y* = !,..., 2"~ popisovat bod v H
Pyt ypm = e/ e e
a soufadnice ¢¢ = 2" "L . a" tfiduz H\ G
9qt,...qm = Hel'fwomit ... gl

* Magazev, Mikheyev, Shirokov, SIGMA 2015



I@ Konstrukce tranzitivnich realizaci

m Souradnicové vyjadreni ndsobeni zprava na GG se bude v souradnicich
q" = 2"~ "% shodovat se soufadnicovym vyjadfenim pravé akce na H \ G

m Generatory pravého nasobeni na G — genericka realizace — se tedy v
prvnich m souradnicich budou shodovat s generatory pravého nasobeni

na H\ G

Xa - id a~ ten myi o id n—m-+a ten—mai _ xn—mta
z((]) T q gq€ BT L 9y,q€ — Ay (y7Q)
t=0 t=0
m Genericka realizace
gen — 5 a - n—m-+a a
i (€i>g<q,y) = Xi(q,y) = Z X; (Q7y>a—yﬁ + ZXZ- (Q)a—qa
p=1 a=1

tedy urcuje realizaci

Rlei)g, = Xilg) = > X" (q) 5



I% Konstrukce levoinvariantnich
vektorovych poli

m Levoinv. pole jsou generované pravym nasobenim, snadno zjistime

3[9y9x}i

= [(dLy, )]}

m V druhych kanonickych souradnicich pak primym vypoctem ziskdme

(A, — o3 exp(—s" )]

* Shirokov, Russ. Phys. J. 1997




I%‘é Netranzitivni realizace

m Uvazujme realizaci R na okoli nuly U C R a pro ni oznaéme
r(z) :=dim R(g), = dim{R(a), | a € g}
hodnost realizace v daném z € U
m Realizace je netranzitivni, pravé kdyz r(0) < m

7/ v - 7/ 7 - .
m Ze spojitosti realizace plyne, ze je-li r v nule (lokalné) maximalni, pak je

zde lokalné konstantni

® Maximalni hodnotu v okoli nuly nazveme rank realizace

rank R = inf maxr(x)
>0 |z|<e



I@Realizace s konstantni hodnosti »r < m

m Obraz R(g) je involutivni r-dimenzionalni distribuce na U

m Podle Frobeniovy véty mizeme na U zvolit soutadnice ¢',. .., ¢" takové,
ze U je foliovano integralnimi podvarietami ¢ = const. pro
t=r+1,...,m tvorici orbity akce G

m Realizace je tedy tvaru

Rle:) = X; = Y X{(q",-.-,q")dq".
a=1

® To lze interpretovat jako (m — r)-parametrickou mnozinu tranzitivnich
realizaci na integralnich podvarietach



I@Realizace s konstantni hodnosti »r < m

m Postup Ize obratit: parametry tranzitivnich realizaci interpretovat jako
funkce novych proménnych

m Je vsak treba pracovat s klasifikaci viici silné ekvivalenci
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m Postup Ize obratit: parametry tranzitivnich realizaci interpretovat jako
funkce novych proménnych
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ekvivalentni, pravé kdyz existuje lokalni difeomorfismus x — V(x) a
automorfismus a € A tak, ze
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I@Realizace s konstantni hodnosti »r < m

m Postup Ize obratit: parametry tranzitivnich realizaci interpretovat jako
funkce novych proménnych

m Je vsak treba pracovat s klasifikaci viici silné ekvivalenci

m Jsou-li h] a b t¥idy podalgeber g a Rgx) a Ré‘w prisludné tranzitivni

realizace, pak jsou netranzitivni realizace

Ry (a)(p,x) = Rgx)(a)z% RQ(a)(p,y) — Réy) (a)p

ekvivalentni, pravé kdyz existuje lokalni difeomorfismus x — V(x) a
automorfismus a € A tak, ze

by = a(hi)

m Libovolna realizace lze rozsitit trividlné prostym pridanim proménnych




I@ Priklad

VVVVV

®m Ta ma podalgebry generované 0, (e1), (e2 + aey), (e1,e2)
® Mnoziné podalgeber generovanych e; + ae; odpovida realizace na R

R9(e1) =81, RW(ep) = ad;

m Dostidvame netranzitivni realizace na R?

Rf(el) = 61, Rf(ez) = f($2)81

pro f € C™.
m R/ a RY jsou ekvivalentni, pravé kdyz existuje hladka 1
$(0) =0, ¢'(0)#0, foy =g

m V&em neekvivalentnim analytickym odpovidaji monomy f(x) = z*



I@ Realizacce s nekonstantnim r

® Oznaéme r :=1r(0) < rank R

® MnozZina A = {z € U | r(x) < rank R} je tvofena integralnimi
podvarietami realizace (obecné rliznych dimenzi), oznaéme tu
prochazejici nulou Ay

® Vhodnou volbou souradnic mizeme zajistit, Ze Ay je popsana rovnicemi




I% Realizacce s nekonstantnim r

® Oznaéme r:=r(0) <rank R

®m Mnozina A= {z € U | r(z) < rank R} je tvofena integralnimi
podvarietami realizace (obecné riiznych dimenzi), ozna¢me tu
prochazejici nulou Ay

® Vhodnou volbou souradnic mizeme zajistit, ze Ay je popsana rovnicemi

® Doplnék B mnoziny A je tvofen body x, kde r(x) je lokdlné maximalni, a
tedy lokalné konstantni, B je tedy otevrena

® Realizace R ziZend na souvislé komponenty B; ma konstantnir aazna =~ B
difeomorfismus B; je to zGzeni néjaké jiz nalezené realizace R;

m Na komponentach B; je tedy

kde ®; jsou difeomorfismy B; takové, ze limita d®; na hranici B; je
singularni a R jde spojité dodefinovat na A



I%é Realizace s nekonstantnim r

m Postup Ize opét obratit
B Vezméme realizaci R; na R™ s konstantni hodnosti

®m Najdéme hladkou bijekci ® takovou, ze d® je singularni na
Ag = {a" = ... = 2™ = 0}, ale na kazdém okoli nuly je n&kde regularni

m V analytickém pripadé takto jiz dokdzeme zkonstruovat vsechny realizace
s nekonstantnim r

m Budeme-li brat neekvivalentni Ry a neekvivalentni difeomorfismy & vici
zméné souradnic, dostaneme neekvivalentni R

m V neanalytickém lze na nékterych komponentach
B :={x € R™ | detd®, # 0} R hladce nahradit jinou reprezentaci



I%é Priklad

®m Vezméme 1D algebru g; = span{e;} a podivejme se na realizace s
r(0) =0 a rankem 1 na R

® Je jedind realizace s konst. r(z) =1 na R

Ri(e1) = 01

® Hledané realizace jsou ¢, Ry pro ¢/(0) =0
® Oznalime-li f = ¢/, jsou to

R(ey) = f(z1)d1, [f(0)=0

m R/ a RY jsou ekvivalentni, pravé kdy? existuje ¢, ¥/(0) #0a fov =9 m

m V pripadé g; je realizace cokoliv prirazujici

€1 — Zfl-(xl, . ,CI]n)aZ



I% Zaver

m Klasifikace vSech realizaci dané Lieovy algebry je komplikovana dloha,
kterd nejspis nema jednoduché reseni — v tomto ohledu tedy neni ani
prilis ,, rozumna”

®m Rozumné je hledat klasifikaci podalgeber a tak ziskat klasifikaci
tranzitivnich realizaci

® Ty ostatni pak jiz Ize zkonstruovat popsanymi postupy




