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Hilbertiiv prostor
Zvolme parametry a > b > 0 a elipsu

Q={(x,t) e R | x*/a* + y*/b* < 1}.

Budeme pracovat s Hilbertovym prostorem
H =1*(Q, dxdy).

y
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Magneticky Hamiltonian
Pro «, B € R uvazme
R 2
Hop = (= iV + Aap(x, )

kde

Aaﬁ(xa y) = O‘a—e(x’ y) + ﬁae(xa y) )
X—C

ax) = (=

x—c)+ ¥ (x—cff+)°

s Dirichletovymi hrani¢nimi podminkami na 0S2.

X

).
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Magneticky Hamiltonian

» Hamiltonian H,g, a = 8 byl (s chybou) studovan [Gu, Quian, J. Phys.
A., 1988].

> Dale [T. Mine, 2014] sestrojil tplny systém vlastnich funkci pro p¥ipad
a=0= % Vyuzil elipticky soufadny systém a Mathieuovy specialni
funkce.

» My se zaméfime na pfipad 8 = 1 — o, kde a € [0, 1].

hodnoty tohoto Hamiltonianu.
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Delaunayho triangulace (2
Bud P = {pi, p2,-- -, Pa} C Q C R? kone¢na mnozina bodi.
Delaunayho triangulace mnoziny P je rovinny neorientovany graf

DT(P) = (P, &) predstavujici trojihelnikové pokryti mnoziny conv P
takové, ze

> zadné dva trojuhelniky se neprekryvaji,
» maximalizuje nejmensi thel mezi viemi moznymi triangulacemi.

Delaunayho triangulace ma fadu dalsich vlastnosti, existuji efektivni
algoritmy pro jeji konstrukci...
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Delaunayho triangulace (2
Bud P = {pi, p2,-- -, Pa} C Q C R? kone¢na mnozina bodi.
Delaunayho triangulace mnoziny P je rovinny neorientovany graf

DT(P) = (P, &) predstavujici trojihelnikové pokryti mnoziny conv P
takové, ze

> zadné dva trojuhelniky se neprekryvaji,
» maximalizuje nejmensi thel mezi viemi moznymi triangulacemi.

Delaunayho triangulace ma fadu dalsich vlastnosti, existuji efektivni
algoritmy pro jeji konstrukci...

Vedle triangulaci se Delaunay zabyval horolezectvim [Delaunay, Summits
of the Western Caucasus, 1938].
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Delaunayho triangulace (2
Rozlozme zvolenou mnozinu P nasledujicim zplsobem
P =P,UP,UP;,

tak ze

> P, C 09,

> P = {(—e, 0)7 (ev 0)}’
> Pi:P\(PbUP3)~

Dale polozme
Pe={pePi|py =0, px <e}.

Pfedpokladame, ze mnoziny P, P, a P; jsou ,dostatecné neprazdné® a

[—a ¢ x {0} | J£.
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Delaunayho triangulace: obrazek

690 bodu
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Delaunayho triangulace: sousedé

Mnozinu sousedd p € P v triangulaci DT(P) = (P, &) oznacujeme

N(p):={qeP|{qg.p}€&}.

q3

q2 g4

q1 3



Uvedeni problému Numericka procedura Pouzité nastroje

Konecné prvky: Typ 1

Pomoci triangulace DT(P) definujeme pro kazdé p € P; funkce g,
nasledovné:

Pokud (—e,0), (e,0) ¢ N(p):

v

8y je afinni na kazdém trojuhelniku z triangulace,

> g,(q) = 0 pro kazdé g € N(p),

> supp g, = conv N(p).
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Konecné prvky: Typ 1, obrazek

Typicky linearni kone¢ny prvek
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Konecné prvky: Typ 2
Pokud (—e,0) € N(p) nebo (e, 0) € N(p), oznaime toto ohnisko F:

> g, mastejné vlastnosti jako dfive, vyjma trojuhelnikd s hranou {F, p},

» profil kone¢ného prvku nad hranou {F, p} je volen ve tvaru

Gx.y) — Fl )‘“‘“““"") .

conv{F, p} > (x,y) < lp—F|

q3

92 F

q g
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Kvadraticka forma H,g

Objekt naseho zajmu:

E = inf Hosf) =
o(a, B) feé?Ham(f’ sf)
Ifll=1

_ . iccarg(x+-e,y)+ifB arg(x—e,y) 2
AL ll s
=1

Pfipomenme, ze zde klademe

If1P = / IF[? dxdy,

lzl|&: = |z1)* + |2|?, pro ze€ C.
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Konecné prvky: finalni volba
Uvazme p € P;. Pokud

>p¢'PC:

ﬁaﬁ) (x,y) = o~ iovarg(xte,y)—if arg(xfe,y)gp(% y)
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Konecné prvky: finalni volba
Uvazme p € P;. Pokud

>p¢'PC:

ﬁaﬁ) (x,y) = g icarg(x+e,y)—iB arg(xfe,)’)gp(x; y)

> pEP, —e< pe<e:

Loy [ g,y
X, = ]
2 y e Blmtag(=ey)) g (x,y), y<O0.
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Konecné prvky: finalni volba
Uvazme p € P;. Pokud

> p¢Pe
ﬁaﬁ) (x,y) = g icarg(x+e,y)—iB arg(xfe,y)gp(m y)

> pEP, —e< pe<e:

FOD (g gy = LI gl y) y 20,
P ’ e—iﬁ(27r+arg(x—e,y))gp(x’ )’)7 y < 0.
> pG'Pc,px<fe:

f(aﬁ) (x y) _ o lovarg(xte,y)—iB arg(xfe,y)gp(x, )/)7 y >0,
p ’ e—ioc(ZTr-‘rarg(x-l—e,y))—iB(ZW-&-arg(x—e,y))gp(x’ y)’ y < 0.
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Konecné prvky: finalni volba
Uvazme p € P;. Pokud

> p¢Pe
ﬁaﬁ) (x,y) = g icarg(x+e,y)—iB arg(xfe,y)gp(% y)

> pEP, —e< pe<e:

FOD (g gy = LI gl y) y 20,
P i e—iﬁ(z‘;r—i-arg(x—e,y))gp(x’ )))7 y < 0.

> pG'Pc,px<fe:
efio‘ arg(x+e,y)—iB arg(xfﬁy)gp(x, y)7 y 2 07

(aB)
x,y) = A :
fl; ( y) {e—1a(27r+arg(x+e,y))—IB(ZTr-‘rarg(x—e,y))gp(x’ y)’ y < 0.

PIoimeBw:{ (o) |p€77} cQ) c 2.
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Diskretizace kvadratickych forem

Minimalizaci provadime mezi funkcemi f € span B,g, tedy tvaru

f= Z Cpfp(aﬁ) )

PEP;

tj. hledame konstanty c, € C, p € P;, minimalizujici

(f Hopf) = 3 Teq ("7, Haaf{™”)

P,9EP;
(%)

za podminky
) =3 Ge (7 ) =1
| ——

\gEP;
P9 (re)

Jedna se tedy o optimaliza¢ni Glohu s kvadratickou objektivni funkci
a jednou kvadratickou rovnostni podminkou a s |P;] € N komplexnimi
proménnymi.

(%) a (xx) lze vypocitat explicitné i v pfipadé g, typu 2.
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Vsuvka: Julia

Cotoje? ° .Q.
> Motto: ,a fresh approach to technical computing®. JUII a

» Novy (cca 2014) programovaci jazyk.
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Vsuvka: Julia

Co to je?

()
B ) (1
» Motto: ,a fresh approach to technical computing”. Ju I a

» Novy (cca 2014) programovaci jazyk.

Cile:
> vyfesit problém dvou jazyku,
> tvafit se jako moderni dynamicky typovany jazyk, ale djmy na
vykonu,

> udélat programovani opét zabavné.
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Vsuvka: Julia

Co to je? ® ...
> Motto: ,a fresh approach to technical computing®. UIIa
» Novy (cca 2014) programovaci jazyk.

Cile:
> vyfesit problém dvou jazyku,
> tvafit se jako moderni dynamicky typovany jazyk, ale djmy na
vykonu,

> udélat programovani opét zabavné.

Vlastnosti:
» JIT (Just In Time) compilation,
» relativné mala standardni knihovna, spousta doplnkovych uzivatelsky
balickt (cca 960),

» multiple-dispatch.
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problému

JuMP

> Julia for Mathematical Programming

> Poskytuje DSL umoznujici popisovat obecné optimaliza¢ni Glohy.

Pouzité nastroje

Baravené obrazky

> Samotné feSeni problému deleguje na uzivatelem zvolenou knihovnu.

Drobna ukézka:

using JuMP

conmat = [1 0; 0 1]

m = Model ()
@variable(m, x[1:2])
@NLobjective (m, Min, 2*x[1] - x[2] + 3)
@NLconstraint (m,
sum{ conmat[j, k] * x[J] » x[k], j=1:2, k=1:2 } == 1)

solve (m)
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Vlastni funkce

Ey(or,1 — o) = 3.85878, a0 = 0.24
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Vlastni funkce: profil

Eo(a,1 —a) =3.86,a = 0.24
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Vlastni hodnoty

4.2 ‘ ‘ 2

3.6 a

34+ :
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Dékuji za pozornost.
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