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Hilbertův prostor
Zvolme parametry a > b > 0 a elipsu

Ω = {(x, t) ∈ R2 | x2/a2 + y2/b2 < 1} .

Budeme pracovat s Hilbertovým prostorem

H = L2(Ω, dxdy) .
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Magnetický Hamiltonián
Pro α, β ∈ R uvažme

Hαβ =
(
− i∇+ Aαβ(x, y)

)2
kde

Aαβ(x, y) = αa−e(x, y) + βae(x, y) ,

ac(x, y) =

(
−y

(x − c)2 + y2
,

x − c
(x − c)2 + y2

)
.

s Dirichletovými hraničními podmínkami na ∂Ω.
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Magnetický Hamiltonián

I Hamiltonián Hαβ , α = β byl (s chybou) studován [Gu, �ian, J. Phys.
A., 1988].

I Dále [T. Mine, 2014] sestrojil úplný systém vlastních funkcí pro případ
α = β = 1

2 . Využil eliptický souřadný systém a Mathieuovy speciální
funkce.

I My se zaměříme na případ β = 1− α, kde α ∈ [0, 1].

I V této prezentaci se zabýváme numerickou analýzou nejnižší vlastní
hodnoty tohoto Hamiltoniánu.
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Delaunayho triangulace Ω

Buď P = {p1, p2, . . . , pn} ⊂ Ω ⊂ R2 konečná množina bodů.

Delaunayho triangulace množiny P je rovinný neorientovaný graf
DT(P) = (P, E) představující trojúhelníkové pokrytí množiny convP
takové, že

I žádné dva trojúhelníky se nepřekrývají,

I maximalizuje nejmenší úhel mezi všemi možnými triangulacemi.

Delaunayho triangulace má řadu dalších vlastností, existují efektivní
algoritmy pro její konstrukci. . .

Vedle triangulací se Delaunay zabýval horolezectvím [Delaunay, Summits
of the Western Caucasus, 1938].
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Delaunayho triangulace Ω

Rozložme zvolenou množinu P následujícím způsobem

P = Pb ∪̇ Ps ∪̇ Pi ,

tak že

I Pb ⊂ ∂Ω,
I Ps =

{
(−e, 0), (e, 0)

}
,

I Pi = P \ (Pb ∪ Ps).

Dále položme
Pc = {p ∈ Pi | py = 0, px < e}.

Předpokládáme, že množiny Pb, Pc a Pi jsou „dostatečně neprázdné“ a
navíc

[−a, e]× {0} ⊂
⋃
E .
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Delaunayho triangulace: obrázek
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Delaunayho triangulace: sousedé

Množinu sousedů p ∈ P v triangulaci DT(P) = (P, E) označujeme

N (p) :=
{
q ∈ P | {q, p} ∈ E

}
.
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Konečné prvky: Typ 1

Pomocí triangulace DT(P) definujeme pro každé p ∈ Pi funkce gp
následovně:

Pokud (−e, 0), (e, 0) /∈ N (p):

I gp je afinní na každém trojúhelníku z triangulace,

I gp(p) = 1,

I gp(q) = 0 pro každé q ∈ N (p),

I supp gp = convN (p).
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Konečné prvky: Typ 1, obrázek
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Konečné prvky: Typ 2
Pokud (−e, 0) ∈ N (p) nebo (e, 0) ∈ N (p), označme toto ohnisko F :

I gp má stejné vlastnosti jako dříve, vyjma trojůhelníků s hranou {F , p},

I profil konečného prvku nad hranou {F , p} je volen ve tvaru

conv{F , p} 3 (x, y) 7→
(
‖(x, y)− F‖
‖p − F‖

)min(1−α, α)

.
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Kvadratická forma Hαβ
Objekt našeho zájmu:

E0(α, β) := inf
f∈Q(Hαβ)
‖f ‖=1

〈f ,Hαβf 〉 =

= inf
f∈Q(Hαβ)
‖f ‖=1

∫
Ω

∥∥∇(eiα arg(x+e,y)+iβ arg(x−e,y)f
)∥∥2

C2 dxdy.

Připomeňme, že zde klademe

‖f ‖2 =

∫
Ω

|f |2 dxdy ,

‖z‖2C2 = |z1|2 + |z2|2, pro z ∈ C2 .
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Konečné prvky: finální volba
Uvažme p ∈ Pi. Pokud

I p /∈ Pc :

f (αβ)
p (x, y) := e−iα arg(x+e,y)−iβ arg(x−e,y)gp(x, y)

I p ∈ Pc , −e < px < e :

f (αβ)
p (x, y) =

{
e−iβ arg(x−e,y)gp(x, y), y ≥ 0,
e−iβ(2π+arg(x−e,y))gp(x, y), y < 0.

I p ∈ Pc , px < −e :

f (αβ)
p (x, y) =

{
e−iα arg(x+e,y)−iβ arg(x−e,y)gp(x, y), y ≥ 0,
e−iα(2π+arg(x+e,y))−iβ(2π+arg(x−e,y))gp(x, y), y < 0.

Pložme Bαβ =
{
f (αβ)
p

∣∣ p ∈ Pi

}
⊂ C(Ω) ⊂H .
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Diskretizace kvadratických forem
Minimalizaci provádíme mezi funkcemi f ∈ spanBαβ , tedy tvaru

f =
∑
p∈Pi

cpf
(αβ)
p ,

tj. hledáme konstanty cp ∈ C, p ∈ Pi, minimalizující

〈f ,Hαβf 〉 =
∑

p,q∈Pi

cpcq
〈
f (αβ)
p , Hαβf (αβ)

q

〉︸ ︷︷ ︸
(∗)

za podmínky
〈f , f 〉 =

∑
p,q∈Pi

cpcq
〈
f (αβ)
p , f (αβ)

q

〉︸ ︷︷ ︸
(∗∗)

= 1 .

Jedná se tedy o optimalizační úlohu s kvadratickou objektivní funkcí
a jednou kvadratickou rovnostní podmínkou a s |Pi| ∈ N komplexními
proměnnými.

(∗) a (∗∗) lze vypočítat explicitně i v případě gp typu 2.
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Vsuvka: Julia

Co to je?
I Mo�o: „a fresh approach to technical computing“.
I Nový (cca 2014) programovací jazyk.

Cíle:
I vyřešit problém dvou jazyků,
I tvářit se jako moderní dynamicky typovaný jazyk, ale újmy na

výkonu,
I udělat programování opět zábavné.

Vlastnosti:
I JIT (Just In Time) compilation,
I relativně malá standardní knihovna, spousta doplňkových uživatelský

balíčků (cca 960),
I multiple-dispatch.
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JuMP

I Julia for Mathematical Programming
I Poskytuje DSL umožňující popisovat obecné optimalizační úlohy.
I Samotné řešení problému deleguje na uživatelem zvolenou knihovnu.

Drobná ukázka:

1 using JuMP
2

3 conmat = [1 0; 0 1]
4

5 m = Model()
6

7 @variable(m, x[1:2])
8

9 @NLobjective(m, Min, 2*x[1] - x[2] + 3)
10

11 @NLconstraint(m,
12 sum{ conmat[j, k] * x[j] * x[k], j=1:2, k=1:2 } == 1)
13

14 solve(m)
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Vlastní funkce
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Vlastní funkce: profil
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Vlastní hodnoty
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Děkuji za pozornost.
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