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Uvod do direktniho integralu

Figure : Gustav railway gun
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L?-prostor s hodnotami v Hilbertové prostoru

' . . . separabilni Hilbertiv prostor
(M, ). .. o-kone€ny méfFitelny prostor

Definition
L?(M, du; 5#") znaéi prostor vsech (tFid ekvivalence s.v. shodnych) méfitelnych funkci
na M s hodnotami v 7', které spliuji

[ @5 dutz) < +oc.

Tato mnozina tvori Hilbertiiv prostor se skalarnim soucinem

(frg) = /M ()9 ()) e dps():

pozn.: Méfitelnosti f se rozumi méfitelnost skalarni funkce (i, f(z)) 5+ pro viechna
peH.
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L?-prostor s hodnotami v Hilbertové prostoru-cont.

pf.: u...kone€na suma bodovych mér v bodech my,... my
= libovolna f € L*(M, du; 5#") je uréena k-tici (f(m1),..., f(my))
= L*(M, dp; ") je isomorfni ®5_;.¢"

Definition
L*(M, du; ") budeme nazyvat direktni integral s konstatnim vlaknem (#”). Znacime
jej
5]
/ A
M
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Operator rozlozitelny do direktniho integralu

Definition

Operatorova funkce A(.) z M do ZB(H') se nazyva méritelna pravé tehdy, je-li
(p, A(.)1p) méFitelnd pro viechna p,v € . L (M, du; B(H#")) znaéi prostor viech
(tfid ekvivalence s.v. shodnych) méritelnych funkci z M do %(#"), které splhuji

| Allco := esssup ||A(m)|| gy < +00.
meM

Definition

Omezeny operator A na 7 = f;‘; A" se nazyva rozlozitelny do direktniho integralu

pravé tehdy, existuje-li A(.) € L™ (M, du; B(H")) takova, ze pro viechna 1) € J# plati
(4)(m) = A(m) ()

Piseme

@
A= . A(m) dp(m).

Operatory A(m) se nazyvaji vlakna operatoru A.

pozn.: [|A|| = |A()]|eo
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Direktni integral samosdruzenych operatort

Definition

Operatorova funkce A(.) z (M, ) do samosdruzenych (ne nutné omezenych) operatort
na /' se nazyva méritelna pravé tehdy, je-li (A(.) 4 4)~" méritelna. Je-li A(.) méritelna
zavadime na % = fﬁ ' operator A s definiénim oborem

Dom(A) = {1 € #|(m) € Dom(A(m)) s.v.; / LA(m)e(m) |2 dpu(m) < +o0}

a akci

(Ag)(m) = A(m)p(m).

A= [ Atm) aum

Opét piseme
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Vlastnosti direktniho integralu samosdruzenych operatort

Theorem

Bud A = fﬁ? A(m)du(m), kde A(.) je méritelnd a A(m) je samosdruzeny pro vSechna

m. Potom
o A je samosdruZzeny.

o Pro libovolnou omezenou borelovskou funkci F' na R plati

o X € g(A) pravé tehdy, pokud pro vsechna € > 0

p({mlo(A(m)) N (A —e,A+¢) # 0}) > 0.
o A je vlastni cislo A pravé tehdy, pokud

w({m| A je vlastni &islo A(m)}) > 0.
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Casovy vyvoj v kvantové mechanice

¥ ESTORYS BUSINESS DALY
20156

The EVOLUTION of MAN.

W@Ramireztoons wwainvestors.com/cartoons
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Schrédingerova rovnice

H...samosdruzeny operator celkové energie=Hamiltonian
(). . . vektorova funkce z R do Dom(H) C 5 =vlnova funkce

i y(6) = Ho(),  $(0) = o
tj. limp_o [|aR((t + h) —3(t))/h — Hi(t)|| = O pro vSechna ¢

Je-li H Casové nezavisly,

Reseni Schrédingerovy rovnice

(t) = exp (—z%H) o

pozn.: exp (—i%H) je unitarni a exp ( z(tH)H) = exp (—i%H) exp (—i%H)
pozn.: H = f\j (m)dp = exp (—itH) = f\[ exp (—ir H(m)) du
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Priklady ¢asového vyvoje

Vlastni stavy Hamiltonianu

H’l/)o = Ewo = ’l/J( ) = exp (72%E>’([)0.

Gaussovsky vinovy balik

h2 d2 2

Dbo
o= nla) = | e -2 EXP(ZT)
}93* pot/m)? ox i (pox — pit)
+zht/m 2 o2 +iht/m PAh 2m

h2t2

02+ %5 o2
Az = [(@)u — (@3, = \|

UKAZAT ANIMACI!
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(Matematicka) konstrukce bezdisperznich stavii

Single lens
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Rozklad translaéné invariantniho Hamiltonianu

A = LR, dx dy)
h=1
H...translaéné invariantni ve sméru y, tj.

[H, —id,] =0

Fy—k. .. Castecna (unitarni) Fourierova transformace H := ﬁyﬁkHﬁyik

(1) = [H,k] =0
H = Fy e = LR, dxdk) = L%(R, dk; L*(R", dx))

(2):>I§l:/®ﬁ(k)dk
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Predpoklad linearni disperzni relace

Necht pro viechna k € I,, C R (typicky interval),

H(k)dn(x, k) = En(k)ihn(x, k)
E.(k) = vnk + en, kde v,,e, € R.

Bezdisperzni stav

W, ( fI Bun (k) thn (x, k) dk, tj.

U (x,y) = (2m) /2 / &Y 8, (k)b (3, K) d,

n

kde [, [Bu(k)|?dk=1= [T, =1
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Odvozeni ¢asového vyvoje

e_”qu'” (X, 7])

= (27r)*”2/Re““ye*“ﬁ( 69ﬁn(k)wn(x, k)) dk

In

— (277)*1/2/‘3““( eBﬁn(k)e*“m%n(x, k:)) dk
R

In

=em [ ([ e v e ) an
R

In

— o) 2 [ (k) (x, 1) d

n

= ¢ len ”\IJ,,,(X, Y — Unt).
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Priklad
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Grafen s defektem podél primky [G.W. Semenoff, V. Semenoff, F. Zhou.
Phys. Rev. Lett. (2008)]

Hamiltonian
H =vpo3 ® (7ih01a~c = iho’zay 4 Em(x)ag)
(U

vp. .. Fermiho rychlost (= ¢/300)
Yo. .. hopping energy”

. . 0 1 0 —i 1 0
0i. .. Pauliho matice: 01 = (1 O) , 02 = (z 0 ) , 03 = (0 _1)

limg— 400 m(z) > 0, limy—_oo m(z) < 0

v
pozn.: H pisobi na bispinorech ¥ = (wK¢A77/)K,By¢K’,B71/)K/,A)TY kde prvni index znaci
dva Diracovy body a A, B odpovidaji podmfizim grafenové mrize

A~ @ A~ A
= / H(k) dk, kde H(k) := vpos ® (fihalaz + koo + ﬁm(m)ag)
k VF
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Vlastni funkce H (k)

H(k)Fy = furkFy

Fi(z) = (1,4,0,0)T exp <— Yo /(fm(s)ds)

hvp

F_(z) = 01 ® 02 Fy(x) = (0,0,1,7)" exp (—}%—OF /O:v m(s)ds>

pf: m(z) = awtanh(ax), a € R,w > 0 = pro efektivni Hamiltonian na okoli Diracova
bodu K mame dalsi vlastni hodnoty E, (k) = v/n(2w —n)a? + k%, n=0,1,..., |w] (ve
vhodné zvolenych jednotkach) s vlastnimi funkcemi ¢, (k)
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Numericka simulace ¢asového vyvoje-pf. cont.

1
5(’6) = Cbx(c—b,c+b) exp (—ﬁ)

U, = / e™ B(k)ibs (k) dk
(c—b,c+b)

Figure : |1

a) e=0.15,b = 0.1, v = 0.432vp

2, resp. [o|?, v

k—c)?

_ Je=bietv) E{(k)dk _ Ei(c+b)—E;(c—b)
2b 26

c) ¢ =0.215,b = 0.018, v = 0.582vp

z[3a../2]
-—

350 300
y[3ac./2]
b) ¢ = 0.15,b = 0.025, v = 0.446vF

200 180 200 3800
Jan/)]
d) Dispersionless packet, ¢ = 0.15,b = 0.1, v = vp
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Mira disperze v zavislosti na volbé koeficientni funkce

Figure : A(t) = |(W1(z,y — vt), e~ 5 701 (2, )%, ace ~ 0.142 x 10~ m
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HASTA LA

Thank you for your attention!

Matej Tusek (tusekmat@fjfi.cvut.cz) Bezdisperzni stavy v grafenu 24.5. 2016 21 /21



	Úvod do direktního integrálu
	Casový vývoj v kvantové mechanice
	(Matematická) konstrukce bezdisperzních stavu
	Príklad

